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Die Herausgabe einer Uebersetzung in französischer und englischer Sprache, 
sowie in anderen modernen Sprachen wird vorbehalten. 



VORWORT. 



JJie Vortheile, welche die Benutzung homogener Cocfr- 
dinaten zur Ableitung solcher Sätze darbietet, die sich auf 
allgemeine Lagenverhältnisse beziehen, sind allseitig anerkannt. 
Die Entwicklungen in homogenen Coordinaten gewinnen — es 
darf das ohne Paradoxie gesagt werden — eine geometrische 
Anschaulichkeit, die der Anschaulichkeit der durch sie reprä- 
sentirten Gebilde nahe kommt, so dass der Vortheil der unun- 
terbrochenen Beziehung auf die geometrischen Gestalten für 
die analytische Geometrie der homogenen Coordinaten in hohem 
Grade in Anspruch genommen werden darf, — und sich hier 
mit allen Vorzügen vereint, die in der Anwendung analy- 
tischer Schlüsse liegen. 

Es schien mir eine nicht nutzlose Arbeit, die Funda- 
mentalformeln der Geometrie in homogenen Coordinaten, sowie 
diejenigen Sätze aus der Theorie der Gebilde zweiter Ordnung 
und der coUinearen Verwandtschaft, welche sich für diese 
Coordinaten eignen, möglichst systematisch, bündig und deut- 
lich zu entwickeln. Ich habe dabei die Bedürfnisse der An- 
fänger wesentlich im Auge gehabt und hoffe, ihnen diese so 
fruchtbare Methoden durch meine Schrift leicht zugänglich zu 
machen. 



VI Vorwort. 

Insbesondere hoffe ich, der grossen Mehrzahl von Stu- 
direnden an Universitäten und polytechnischen Hochschulen, 
die im analytisch - mathematischen Denken weit mehr geübt 
sind als im synthetisch -geometrischen, dadurch einen Dienst 
zu erweisen, dass hier die grundlegenden Sätze, auf welchen 
die synthetische Geometrie aufgebaut ist, streng und kurz 
analytisch entwickelt vorliegen, so dass das Studium synthe- 
tisch - geometrischer Werke mit Leichtigkeit angeschlossen 
werden kann. 

Die Einführung modificirter Plancoordinaten wird sich, 
w^ie ich glauben darf, durch ihre analytischen Vortheile recht- 
fertigen, auf die ich auch gelegentlich noch besonders hinzu- 
weisen mir erlaubt habe. 

Dresden, am 15. Februar 1872. 



Richard Heger. 
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Analytische Geometrie der Ebene. 

§• 1. 

Homogene Goordinaten des Punktes und der Geraden in 

der Sbene. 

1. Unter den homogenen Goordinaten Xi^X2j00q eines Punktes 
P versteht man die senkrechten Abstände dieses Punktes von den 

p. j drei Seiten gug^.gz eines Drei- 

ecks A\A2Az (Fig. 1). Dieses 
Dreieck heisst das Coordina- 
tendreieck oder Axendreieck; 
die Geraden, auf denen seine 
drei Seiten liegen, heissen die 
Coordinatenaxen des ebenen 

homogenen Coordinaten- 
systems. 

Die Coordinate x^ (h ■= \ 
oder 2 oder 3) wird positiv 
gerechnet, wenn P mit Ajc auf 
derselben Seite von gjc liegt; im Gegenfalle negativ. ■ 

2. Bezeichnet ^ die doppelte Fläche des Coordinatendreiecks, 
so werden für jede Lage von P die Goordinaten des Punktes durch 
die Gleichung verbunden: 

1) g^Xi + g^x.^ + gzXs = ^^. 

Das Trinom links werde künftig kurz mit D bezeichnet, die Gleichung 
also mit 

abgekürzt. 

Heger, Analytische Geometrie. y 
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3. Uebergang von einem Descartes'schen orthogona- 
len System zn einem homogenen. 

Unbeschadet der Allgemeinheit wird der Ursprung des ortho- 
gonalen Systems im Innern des Axendreiecks des homogenen Systems 
angenommen. 

Im orthogonalen Systeme habe gi die Gleichung 

ö*a? + hp — l = 0. 

Der Ursprung des orthogonalen Systems hat von dieser Geraden 
den Abstand 

_ 1 

wobei die Wurzel immer positiv gerechnet werden mag. 

Legt man durch den Punkt P mit den Coordinaten xy eine 
Parallele zu ^*, so hat der Ursprung von dieser Parallelen den 
Abstand 

Die Wurzel werde auch hier positiv gerechnet. Dann wird 

je nachdem die durch den Ursprung zu gt gezogene Parallele P von 
gt trennt oder nicht. 

Hieraus folgt, dass für jede Lage von P 

< 
Hieraus folgen die Transformationsformeln: 

1 — UiX — &j y 



2> 



Xi = 



y< + b? 



1 — OqX — h.,y 

<X2 = 7. JL^ 

Val + hl 
^ l — ( hx — h^y 

Vas' + hi 



Dividirt man die rechten Seiten von 2) Glied für Glied durch 
die Wurzeln und löst die drei linearen Gleichungen nach I, x und 
y auf, so Qrhält man aus der Lösung für 1 nach gehöriger Reduc- 
tion die Gleichung 1); die Lösungen nach x und y geben diese Coor- 
dinaten als homogene lineare Functionen der homogenen 
Coordinaten. 
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Die Transformation ans orthogonalen in homogene Systeme ge- 
schieht demnach durch lineare, die reciproke Transformation durch 
homogene lineare Substitutionen. 

4. Um von einem homogenen System in ein anderes über- 
zugehen, denke man sich beide auf dasselbe orthogonale System 
bezogen. Man setze zunächst voraus, dass beide Axendreiecke ein 
Flächenstück gemein haben und lege den Ursprung des orthogona- 
len Systems in dieses Flächenstück. Dann ^telle man die Formeln 
2) für beide Systeme auf und löse die zweimal drei Gleichungen 
nach l,x,y. Indem man nun diese Lösungen paarweise einander 
gleichsetzt, erhält man drei Gleichungen, auf deren linken Seiten 
homogene lineare Functionen der Coordinaten des einen Systems, 
auf deren rechten homogene lineare Functionen des andern Systems 
stehen. Hieraus folgt: 

Die Transformation aus einem homogenen System in ein anderes 
homogenes geschieht durch homogene lineare Substitutionen. 

Dass die obige Einschränkung auf diesen Satz einflusslos ist» 
erkennt man leicht. Denn wenn die beiden Axendreiecke sich aus- 
schliessen, so construire man ein Dreieck, welches keines der beiden 
ausschliesst , und transformire aus dem ursprünglichen Dreieck in 
dies Hilfsdreieck und dann aus dem Hilfsdreieck in das neue 
Dreieck. 

5. Sind hi,h2,h^ die von den gleichbezifferten Ecken auf die 
gleichbezifferten Gegenseiten des Axendreiecks gefällten Höhen, so 
sind die Coordinaten- der Eckpunkte 

Xl Xq X-^ 

für 

All hl 

A2: h2 

^: Ä8. 

Sei Q der Radius des vom Dreieck umschlossenen eingeschriebe- 
nen Kreises, sein Centrum, 8 der Schwerpunkt des Dreiecks, so 
sind die Coordinaten 

Xl X'2 Xz 

für 

0: Q Q Q 

S: Vs h Va h Vs ^8- 

6. Das Dreipunktsystem. Unter den homogpnen Coordi- 
naten t*!, 1*2» «8 einer Geraden T versteht man die Quotienten aus 
den Abständen derselben von den Ecken Äi, A2, A^ des Coordi- 
natendreiecks und dem Abstände von dem willkürlich in der Ebene 



4 Analytische Geometrie der Ebene. 

angenommenen Fixpunkte C. Man giebt Ut das positive Vorzeichen, 
wenn Äk und C auf derselben Seite von T liegen; im Gegenfalle 
das negative. Die drei Punkte Ai, Ä2, As heissen Hauptpunkte 
des Systems (Fig. 2). 

7. Zum üebergange aus einem orthogonalen Sy- 

Fig. 2. steme in ein ho- 

5 ^ mogenes seien die 

orthogonalen Coordi- 
naten der Haupt- 
punkte gegeben, und 
zwar a* ßi für Äk ; 
die orthogonalen Co- 
ordinaten der Gera- 
* • den T, d. i. die reci- 

proken Axeriabschnitte derselben seien u und v. Die Coordinaten 
von C in Bezug auf J.i, Aq, A^ seien ri, r2, r». Setzt man nun, was 
unbeschadet der Allgemeinheit geschieht, den Fixpunkt G als Ur- 
sprung des orthogonalen Systems voraus, so liefert die Entwicke- 
lung in 3): 

Ui = 1 — aiu — ßiV, 
3) U2 = l — a.2U — ß2V, 

Ms = 1 — CCzU — ßsV. 

: 8. Löst man diese Gleichungen^ nach 1) auf, so erhält man: 




1 «1/3, 




«*l«lft 


1 «2^ 




u^ccrßi 


1 «a/Sg 




UzO^ßz 



Diese Gleichung liefert: 
4) QiVi . M, + g^r^ . «2 + OzU • Ws = ^. 

Diese Gleichung erfüllen die drei homogenen Coordi- 
naten jeder Geraden; dasTrinom links werde durch U bezeichnet, 
die Gleichung 4) also durch 

abgekürzt. 

9. Alle Geraden, welche eine Coordinate gemein haben, für 
welche also z. B. Uje ein und denselben gegebenen Werth hat, um- 
hüllen einen Punkt P. Derselbe liegt auf Ak C und theilt die 
Strecke A^ C im Verhältniss 

AtP : PC= — Ui. 
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Wählt man nun drei Zahlen U\^u^^u^^ welche 4) erfüllen, und 
construirt die Gerade, welche A\ C im Verhältniss ( — Ui)^ ^2 ^ iui 
Verhältniss (— u^) theilt, so sind u^ und 1*3' die auf Ai und A^j 
bezüglichen Coordinaten der Geraden, und die dritte Coordinate 
derselben kann von Ms' nicht verschieden sein. Hieraus folgt: Durch 
drei Zahlen Wi,%,U3, welche die Gleichung 4) erfüllen, ist stets 
eine Gerade eindeutig bestimmt, welche diese Zahlen zu Coordina- 
ten hat *). 

10. Die Transformation aus einem orthogonalen Systeme in ein 
homogenes, oder aus einem homogenen Systeme in ein anderes er- 
folgt durch homogene lineare Substitutionen. 

11. Die Coordinaten der Seiten des Axendreiecks sind 

Ui «2 «*s 
für 

AzAx 

A1A2 

Jede durch den FiKpunkt C gehende Gerade hat zu Coordinaten: 
Wi = ± 00, ^2 = i 00» W3 = i <»• 



*>0 





0^ 











§.2. 

Gleichung der Geraden und des Fimktes in homogenen Coor- 
dinaten des Punktes und der Geraden. 

1. Gleichung der Geraden in homogenen Punktcoor- 
dinaten. 

Die Gleichung einer Geraden T im orthogonalen Systeme sei: 

{T=) ax -{- hy — \ = 0. 

Unter Benutzung der früheren Bezeichnungen hat man für die 
Punkte von T die vier Gleichungen : 



*) Den Umstand, dass dies von den PI ück er* sehen Geradencoordi- 
naten in Bücksicht auf ihre Bedingungsgleichung nicht gilt , darf ich zu 
Gunsten der von mir vorgeschlagenen Coordinaten auslegen. 
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|/af + h^ Xi + aix + hip — 1 = 0, 

Va^ + h^xq + (hx + b^y — 1 = 0, 

Yäf+^Xz + <h^ + hy — l = 0, 

ax -^ hy — 1=0. 

Hieraus folgt für Xi^x^yX-s: 

iVa^ + h^ . Xi ai 5i 1 






= 0, 



a?3 02 Z>3 1 
Xz «3 ^3 1 

a h l 

d. i.: diiö Gleichung der Geraden in homogenen Punktcoor- 
dinaten lässt sich in die Form bringen: 

aiXi + 02 x^ + «3 ^3 = Ö, 

worin 01,02,03 drei die Gerade charakterisirende Constanten sind. 

Ebenso leicht folgt: Alle Punkte, deren Coordinaten der mit 
drei willkürlichen Constanten gebildeten homogenen linearen Gleichung 

Ol 0?! + 02 a^2 + Os i»3 = 

genügen, liegen auf einer durch diese Constanten eindeutig bestimm- 
ten Geraden. 

2. Die Gleichung der Geraden, welche durch die Punkte JP' 
und P'' mit den Coordinaten o?!^ und x't geht, hat zur Gleichung: 



Xi X2 ÜC3 
Xi X2 Xz 
Xi" OC2" Xz" 



= 0. 



'3. Lehrsatz. Jeder Punkt P, dessen Coordinaten Xt 
aus denen . zweier gegebenen Punkte P' und P" mit den 

Coordinaten xi und x't 
^' ' . abgeleitet werden nach 

X, = k'xi + k"xl 
A' + r = 1, 
liegt auf der Geraden 
F'F" (Fig. 3). 

Beweis. Die so be- 
rechneten drei Werthe a?i, 
^2)^3 sind in der That die 
Coordinaten eines Punktes, 
denn sie erfüllen die Glei- 
chung 2) = ^. 



p>^ 




3^z 


\ 




r^T^ 


XNa" 


\ 




^ \^ 




] 


«4 \ 
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Setzt man sie in die Gleichung der Geraden JP'P" ein, so erhält 
man links: 

Xi X2 Xz 

Xi X2 x^ 

Diese Determinante verschwindet identisch. 

4. Transformirt man die Coordinaten von F^P^F^* in ein neues 
System und sind hier die Coordinaten |;fc, |i, |i', so haben die Trans- 
formationsformeln folgende allgemeine Gestalt: 

U=AuX,' + B,x,' + 0,0:3', 

|i' = ^,a?," + B,x,"^+ C,x^^\ 

li = AjtXi + BuX^ + GuXz. 
Hieraus folgt: 

Hiemach haben die Coefficienten X' und A" eine vom Coordi- 
natensystem unabhängige, nur von der gegenseitigen Lage der drei 
Punkte abhängige Bedeutung. 

Um dieselbe zu ermitteln, nehmen wir ein hierfür möglichst 
geeignetes Coordinatensystem, in welchem P auf J^i, P" auf J.2 liegt. 
Die Coordinaten der drei Punkte sind hier 

Xi X2 x^ 

für 



F 


Ä. 





P" 





h 


pl/f 


A'Äi 


A"Ä3 0. 



Es verhält sich nun 

P"P : P^P' : PP' = A' : 1 : A", 

wenn die Strecken AB mit gleichen Vorzeichen behaftet werden, 
welche vom Punkte A zum Punkte B in gleicher Richtung durch- 
laufen werden. ' 

Hiemach ist P derjenige Punkt, welcher die Strecke F'I^' im 

Yerhaltniss 

P'P: FP = X' :k'' 

theilt, wobei ein positives Verhältniss dem innern, ein negatives dem 
äussern Theilpunkte zugehört. 

Hieraus folgt: Die Coordinaten eines jeden Punktes der G.era- 
den P P' können unter der Form 

.x, = k'x!t -I- k"x'i 
dargestellt werden. 



8 
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5. Lehrsatz. Die Coordinaten jedes Punktea der 
Ebene können unter der Form 

X,- A'4 + ^"4' + A'"4", A' + A" + r =r 1 

dargestellt werden, 
° wenn ici, o;*, ac* die 

Coordinaten dreier 
nicht in derselben 
Geraden gelegenen 
Punkte sind (Fig. 4). 
Beweis. Man ver- 
binde P'" mit P und 
schneide durch P" P, 
Der Schnittpunkt 11 habe 
die Coordinaten £jt* Man 
. kann nun die vier Coef- 
ficienten 

X'", ^ r, X' 

immer so wählen, dass zugleich 

a) /t : A'" = P"'P : Pi7, /t" + if" = 1, 

b) r : X' z=z p n . n p", a" + x' = <»". 

Alsdann ist nach den vorigen Nummern : 

A" A' 

woraus folgt: 

X, = k"'x'i' + A"4' + A'4, 

wie zu beweisen war. 

Die Bestimmung der A ist eindeutig, es wird also unter dieser 
Form jeder Punkt, und zwar nur auf eine Weise dargestellt. 

Man sieht leicht, dassP der Mittelpunkt paralleler Kräfte von 
der Grösse A' A" A'" mit den Angriffspunkten AiA^A^ ist. 

6. Die Coordinaten der Spuren der Geraden 

«1 Xi -|- 02^2 4" «3 flJs = 
auf den drei Goordinatenaxen ergeben sich aus den Gleichungspaaren : 

für die Spur auf Qi: (hX% •\- (hXz '==^ 0, 

für die Spur auf g^ : «3 a?3 + ö^i ^1 = 0> 

g^^i 4- 5^1 ^1 = ^\ 

für die Spur auf ^3: aiX^ 4* (h^2 = 0, 

g\Xi 4- g^x^ = -«^ 
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Die Goordiuaten des Durchschnitts der zweiten Geraden 

«1 a?l + «2 ^2 + ttj X'i = 0, 

ai'xi + a2'x2 + Og'iCa = 

sind die Lösungen des Systems 

aiXi +02X2 4- «8 ^3 = 0, 
Oi'xi + a^'x^ + aa'aja = 0, 

9i ^1 + 5^2 ^2 + 9s ^3 = •^• 

7. Lehrsatz. Bei dieser homogenen Coordinaten- 
bestimmung gieht es eine und nur eine homogene lineare 
Function, deren zugehörige Variabeinsysteme sämmtlich 
anendlich grosse Werthe erhalten. Man hat also für 
Rechnungen mit homogenen Dreieckscoordinaten anzu- 
nehmen, dass es eine und nur eine Gerade giebt, deren 
Punkte sämmtlich unendlich fern sind. 

Beweis. Sei, um dies zu beweisen, 

T^ ttiXi +02X2 + «3 OJa = 

die Gleichung einer beliebigen Geraden, 

T^ = AiXi + Ä2X2 -\- AzXj = 

die Gleichung einer Geraden mit lauter unendlich fernen Punkten, 
so muss das System 

Ol Xi -\- 02 X2 -\- Gs Xq = 0, 

AiXi + -42iK2 + ÄzXs = 0, 

9i ^1 + ^2 ^2 + ^3 ^3 = ^ 

für beliebige Werthe von .«i, 03,03 unendlich grosse Lösungen geben. 

Die nothwendige und ausreichende Bedingung hierfür ist 

Äi : Ä2 : Äs = 01 : go : g-s, q. e. d. 

Die Gleichung der unendlich fernen Geraden ist demnach 

T„ ~ giXi + g2X2 + ^3 ajg = 0. 

8. Lehrsatz. Sind T' und T" die linken Seiten der wie ge- 
wöhnlich auf Null reducirten Gleichungen zweier Geraden, so wird 
die linke Seite einer beliebig durch den Schnittpunkt T T" gelegten 
Geraden dargestellt durch 

T= ^*T' + /x" T", 

worin {i! und ft" zwei Constante bedeuten, deren Verhältniss die 
Gerade T eindeutig charakterisirt. 
Beweis. Sollen die Geraden 

T = 0, T' = 0, r" = 



10 
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einen gemeinsamen Punkt enthalten, so muss die Determinante des 
Systems dieser drei Gleichungen verschwinden: 



(h (h (h 
ax 02 Oz 
ai" a./' ag" 



= 0. 



Hierfür ist die nothwendige und ausreichende Bedingung: 

a* = ^' «i + /^" öi', q. e. d. 

9. Lehrsatz. Sind T'= 0, T" = 0, T"' == die Gleichun- 
gen dreier Geraden, die nicht durch einen Punkt gehen, so lässt 
sich die linke Seite der Gleichung einer jeden Geraden aus den lin- 
ken Seiten der Gleichungen der gegebenen Geraden ableiten durch 

T= [i'T' + ^" T" + f*"' T'", 

wobei T durch das Verhältniss /Lt' : |Lt" : ft-'" eindeutig bestimmt ist. 
Soll diese Darstellung möglich sein, so müssen sich die fi so 
bestimmen lassen, dass 

a, = ^'ai + /i"ai' + ^'"4"; ä = 1, 2, 3. 

Dies ist eindeutig und für endliche Werthe von ii\ ft", /u<'" möglich, 
sobald 



dl cl/ (h 

Ol'" 02'" ar 



= 0, 



d. i. sobald die gegebenen Geraden nicht durch einen Punkt gehen. 

10. Soll die Gerade T = mit T' = parallel gehen, so 
ist ausreichend und nothwendig, dass T durch den Schnittpunkt 
T' T^ geht ; es muss 'sich also T unter der Form darstellen lassen : 

Soll T überdies einen gegebenen Punkt x\ enthalten, so müssen 
/u<-,/i" so bestimmt werden, dass 

/i' {üy'xi' + 02' X2' + a^^z) + /*" Ol 30i + g^ X2' 4- 9z ^3') = 0, 
d. i. yJ :^" = — ^ : T^\ 

wenn T/ abkürzend für ai'ic/+ Oa'aJj' -|- aa'iCa' gesetzt wird. Also 
ist die Gleichung der Parallelen zu T' durch P': 

(ai^ — giT,')x, + (a2^-g2Ti')x2 + (ag^ — ^r, T/)^3 = 0. 

11. Gleichung des Punktes in homogenen Geraden- 
coordinaten. 

Die Gleichung des Punktes in gewöhnlichen Geradencoordi- 

naten sei 

au -{- ßv — 1=0. 
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Man füge hierzu die Transformationsformeln 

Ui + aiu + ßiv — 1=0, 
Wa + «2^ -f /32 t' — 1=0, 
% + cc^u -^ ßsV — 1=0. 

Das Zusammenbestehen dieser vier Gleichungen bedingt das 
Verschwinden der Determinante 

«1 «1 ßi 1 

«2 «2 ß2 1 

ih (h ßs ^ 
a ß l 

Die linke Seite der Gleichung des Punktes in homogenen Coor- 
dinaten kann demnach als homogene lineare Function der Coordi- 
naten dargestellt werden. Sie werde künftig in der Form benutzt: 

(P =) «iWi + «2^*2 + «3^3 = 0, 

worin o^uC^^c^z drei Constanten sind, welche den Punkt eindeutig 
bestimmen. 

12. Die Gleichung des gemeinsamen Punktes der beiden Gera- 
den T' und T" mit den Coordinaten u't und wi' ist: 



= 0. 



Ui U2 Us 
Ui' U^' tts' 



// 



// 



Ui W2 % 



// 



= 0. 



13. Lehrsatz: Jede Gerade T, deren Coordinaten aus 
denen zweier gegebener Geraden J!\T" durch die Formeln 
abgeleitet werden können: 

ut = A'wi + ri*i'; Ä = 1, 2, 3; A' + r = 1, 

geht durch den Punkt T' T^' (so werde immer der Schnittpunkt 
Yon T' und T" bezeichnet). 

Beweis. Die so berechneten Wi,W2,W3 erfüllen die Gleichung 

sind also in der That drei Coordinaten einer Geraden. Sie erfüllen 
die Gleichung des Punktes T' T" (12). 

14. Da die Transfoimation aus einem homogenen Systeme in 
ein anderes durch homogene lineare Substitutionen erfolgt, so ist, 
wenn TT*T" (aus Nr. 13) in einem beliebigen System die Coordi- 
naten Ui,Ui,Ui haben: 

u* = A'ui + A"ulf. 
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Die Coefficienten X\ X" haben mifchin eine vom System unab- 
hängige, von der gegenseitigen Lage der drei Geraden allein ab- 
hängige Bedeutung. 

Um dieselbe zu erkennen, bezeichnen wir die dem Fixpunkte 
zugewandten Seiten der Geraden als positive Seiten und wählen ein 



Fig. 5. 




Axendreieck, in welchem A-a auf 
dem Schnittpunkte T' T" und Ai 
auf T", J.2 auf T' willkürlich, 
doch so liegen, dass sich C im 
Innern des Dreiecks befindet 
(Fig. 5). 

Die Coordinaten von 2" und 
T" sind demnach: 



fiir 



für 





«1 


«2 


«3 


r' : 


r' 





0, 


T": 





r" 


0, 



mithin sind die Coordinaten für T: 

«*i == ^ : ^ » W2 = '»' . ^ • 

Bezeichnet allgemein AB einen spitzen oder stumpfen, von 
zwei Geraden A^B gebildeten Winkel, so gilt zunächst ohne Rück- 
sicht auf Vorzeichen : 

rui= g2SinTT", 
ru2 = gi sin TT\ 
wennr den Abstand des Fixpunktes von T bezeichnet. Hiernach ist: 

sin TT" : sin TT' = -^ : — • 

r T 

Bezeichnet man den von den positiven Bändern von T' T" be- 
grenzten Winkel als innern, sein Supplement als äussern Winkel 
der beiden Geraden, so findet man rücksichtlich der Vorzeichen die 
Begel : 

Ist das Theilverhältniss V \ V* positiv öder negativ, so theilt 

T den äussern oder beziehentlich innern Winkel T' T" , und um- 
gekehrt. 
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Denn wenn T den innern Winkel T' T" theilt, so haben i*i 
and u^ angleiche Zeichen, mithin müssen dann auch V V angleiche 
Zeichen haben. Theilt hingegen T den äussern Winkel T' T", so 
haben Ux und ti«, also auch A' und V\ gleiche Zeichen. 

15. Lehrsatz. Die Coordinaten jeder Geraden T las- 
sen sich aus den Coordinaten dreier Geraden T\T'\T"\ die 
nicht denselben Punkt enthalten, nach den Formeln ab- 
leiten : 

w^ = A'ui 4- A"«i' + r'f*r, A' + v + r' = i. 

Beweis. Zur Bestimmung der A hat man die Gleichungen: 
«1 = A'«/ -f A"mi" + A'"<, 
W2 = A'w,' + A"u," -1- A'"w5", 
W3 = A'wa' + A"m3" + A'"w^". 

Diese liefern endliche und eindeutige Werthe für die A, da ja nach 
der Voraussetzung die Determinante dieses Systems nicht ver- 
schwindet. 

16. Die Gleichung des auf der Geraden T* gelegenen unend- 
lich fernen Punktes sei 

«i'wi ■\- cUi U2 + a./ws = 0. 
Dann muss 

Ist e der Abstand irgend einer zu T' parallelen Geraden T von 
T\ so hat T die Coordinaten 

r'uk -{- e 
r + e 

Setzt man dies in die Gleichung des unendlich fernen Punktes 
ein, so erhält man nach einfacher Reduction: 

Hieraus folgt. als Bedingung dafür, dass 

«1 «1 + «2 ^2 + «3 Ws = 
die Gleichung eines unendlich fernen Punktes ist: 

«1 + «2 4- «8 = 0. 

17. Lehrsatz: Sind P'P" die linken Seiten der Gleichungen 
zweier Punkte , so kann die linke Seite der Gleichung jedes Punktes 
P der Geraden P I'" auf die Form gebracht werden : 

P = (i'P' + p." P", 

die Gleichung von P also auf die Form 

(P :^) ^'P' + ii^'P' — 0. 
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18. Lehrsatz. Sind P', P", JP"' die linken Seiten der 
Gleichungen dreier, nicht in derselben Geraden gelegenen Punkte, 
so kann die linke Seite der Gleichung eines beliebigen Punktes P 
auf die Form gebracht werden: 

die Gleichung von P also auf die Form 

(P =) /it'P' + yJ'P' + i»!*'P"' = 0. 
Durch die ft ist in beiden Fällen der Punkt eindeutig bestimmt. 

§.3. 
Vermischte Aufgaben über Funkt und Gerade. 

1. Für die nachfolgenden Kechnungen ist es zum Theil vor- 
theilhaft, sich der Plücker' sehen Geradencoordinaten zu be- 
dienen. 

Unter den Plücker'schen Coordinaten einer Geraden 
versteht man die Abstände Ui , Ui , Ug der variabeln Geraden von 
den drei Ecken des Axendreiecks. Dabei wollen wir die Vorzeichen 
ebenso bestimmen, wie bei den hier verwendeten homogenen Gera- 
dencoordinaten. Die Plücker'schen Coordinaten werden unter Be- 
nutzung der bisherigen Bezeichnungen aus orthogonalen Coordinaten 
durch die Formeln abgeleitet: 

1 «itt — ßiV 



U2 = 



Ug = 

Man gewinnt die reciproken Transformationsformeln, indem 
man rechter Hand die Trinomien Glied für Glied durch den gemein- 
samen Nenner yu'^ •\- v^ theilt, die Gleichungen nach 

luv 

auflöst und die letzten beiden Lösungen durch die erste dividirt; 
dann erscheinen m, v als Quotienten homogener linearer Functionen 
der Plücker'schen Coordinaten. 

Um aus einem Plücker'schen System in ein anderes zu trans- 





Yu^ 


+ 


t;2 


1 


— «2 


u - 


- ftt; 




l/tt^ 


+ 


t;2 


1 


«3 


u - 


- ftv 
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formiren, beziehe man beide auf dasselbe orthogonale System und 
setze die Lösungen für 

u V 



aus beiden homogenen Systemen berechnet, einander gleich. 

Man erhält dann für denUebergang aus einem PI ück er' sehen 
System ins andere homogene lineare Substitutionen. 

Aus der Abhängigkeit der Lösungen für 

1 u V ' 

erhält man für die drei P lücker' sehen Coordinaten einer Geraden 
die Gleichung: 

^i^^i* + 92^2 + Sdvis — 2 ^1(72 cos ygUiU,. — 2 ^rg ^3 cos yiUsU;, 

— 2(73^4 cos yaUaUi = ^«. 

2. Bestimmung des Abstandes eines Punktes P' von 
einer Geraden T, deren Gleichung in Punktcoordinaten 
gegeben ist. 

Sei 

T ^ üiXi + a2 ^2 "f" 0^8 Ä^8 = 

die Gleichung der gegebenen Geraden. Setzt man in T die Coor- 
dinaten eines nicht auf der Geraden T gelegenen Punktes P' ein, 
so erhält T einen von Null verschiedenen Werth. Transformirt man 
die Gleichung T = und die Coordinaten von P in ein anderes « 
Dreiecksystem, so gehi 

T = in T = 0, T(4) in T(Si) 
über. Da nun T(|i) aus T(fl?i) nur dadurch entstanden ist, dass 
man für Xt gleich grosse Werthe, durch 1* und die neuen Con- 
stanten ausgedrückt, eingesetzt hat, so hat sich der Zahlenwerth von 
T(xt) beim üebergang in die neue Form T(|i) nicht geändert. 

Der Werth, welchen das Polynom der Gleichung einer Geraden 
erhält, wenn man die Coordinaten eines beliebigen Punktes hinein- 
setzt, ändert, sich demnach beim Üebergang in ein neues System 
nicht. 

Denken wir uns nun die Transformation in ein neues System 
ausgeführt, welches die Axen x^ und x^ des sAten Systems, statt der 
Axe X3 dagegen die Gerade T enthält, so ist die Gleichung dersel- 
ben im neuen System: 

Ä^s = 0. 
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Also gilt für jeden Punkt P', wenn I3 der Abstand desselben 
von T ist : 

-4I3' = aiXi' + 020:2' + «3^3'. 

Wenden wir diese Formel auf die drei Eckpunkte des Coor- 
dinatendreiecks an, bezeichnen mit u* die Plücke r 'sehen Coordi- 
naten von T und beachten, dass für alle Punkte auf derselben 
Seite vofi T das Polynom T ein und dasselbe Vorzeichen erhält, so 
erhalten wir 



a^hi a^hii Og h, 



%=— 7-» W2 = --r-» «3 



3 



-ä ' ■ A ' ^' A 

Für den Abstand der Geraden vom Fixpunkte erhält man: 

«in + (hr^i + Äst's 
r = ^ 

Demnach sind die Coordinaten von T: 

5* __ o>kK 



r ai ri + a^ r^ -f <h U 
Setzt man die Coordinaten u^ in die Endgleichung von 1) ein. 
so erhält man: 
A^ = a^ + a^ -\- al — 2 üi a^ cosy^ — 2 Ogöts cosyi -^ 2a3ai cosy^. 

Da nach unseren Voraussetzungeü der Abstand vom Fixpunkte 
immer positiv zu nehmen ist, so hat man für A die positive oder 
negative Wurzel zu nehmen , je nachdem 

denn dann wird in der That stets 

(«i n + «2 »'2 + «3 ^3) :A>0. 
Erweitert man die Gleichung einer Geraden mit i 1, je nach- 
dem ai ri + 02^2 "H Ö3 r3 ^ , und hierauf mit dem reciproken 
Werthe der positiven Wurzel aus A^^ so entsteht eine neue Glei- 
chung, wieder von der Form 

in welcher jedoch -4=1 ist. Die so reducirte Form der Gleichung 
einer Geraden heisse die Normalform der Gleichung der Ge- 
raden. 

Ist ai Xi -|- 02X2 + aa a^s = die Gleichung einer Geraden in 
der Normalform, so sind die PI ück er 'sehen Coordinaten derselben: 

u* = tth hi. 
Der Abstand e eines beliebigen Punktes von dieser Geraden ist: 

e -= a\Xi 4- <»2 ^2 4" ^ ^3» 
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Zu Gunsten späterer Entwicklungen unterscheiden wir eine 
zweite Normalform der Gleichung der Geraden gemäss folgender 
Definition : 

Ist 

«1 « + «2 ^ + % 2:3 = 

die Gleichung einer Geraden in beliebig erweiterter Form, so ist 
die zweite Normalform dieser Gleichung: 

«1 n + «2 »2 + ö:i n 

Ist demnach 

<*i^i + 0^2 ^2 + a^Xs = 
die Gleichung einer Geraden in zweiter Normalform, so ist 

Oiri + Oar-i + «3^3 = 1 
und die Coordinaten dieser Geraden in Bezug auf einen Punkt P' 

u' = aiXi + ä.2X2 + a^Xi', 

3. Zur Transformation aus einem homogenen Punkt- 
coordinatensystem in ein anderes seien die Gleichungen der neuen 
Axen in Bezug aufs alte System und zwar in Normalform gegeben. 
Es seien dieselben fär die neue 

Xi-Axe: a/ Xi + a^ x^ + 03' a?3 = 0, 
X2 - Axe : a," Xi -\- a" x^ + <h" Xg = 0, 
Xs-Axe: ai"xi + «2'" ^2 + cis^x^ = 0. 
Für das neue System ist ein neuer Fixpunkt im Innern des 
neuen Axendreiecks anzunehmen. Sei ferner £1 = i 1 , je nach- 
dem die Coordinate 7?^ des alten Fixpanktes in Bezug auf das neue 
System positiv oder negativ ist. 

Dann sind die Transformationsformeln die Lösungen des Systems 

Xi = £1 (ai Xi + a^ X2 + a/ x^), 

^ X2 = «2(«i" Xi + ä/' X2 + as' XsX 

X3 = £sia/"xi + a2'"^2. + «3 '"^3). 

4. Bestimmung des Abstandes einer Geraden T' von 
einem Punkte P, dessen Gleichung in Geradencoordinaten 
gegeben ist. 

Setzt man die Coordinaten «i einer Geraden in die Gleichung 
eines Punktes ein, so erhält dieselbe im Allgemeinen einen von 
Null verschiedenen Werth. Transformirt man zu einem neuen Drei- 
punktsystem, so bleibt dieser Werth ungeändert, da ja für die Coor- 
dinaten dabei ihnen gleiche Werthe, eingesetzt werden. Wählt man 

Heger, Analytische Geometrie. 2 
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nun ein solches neues System, in welchem P selbst Coordinaten- 
punkt ist, so ist die Gleichung von P im neuen System : 

AU=0, 
wenn mit U die auf P bezogene Coordinate verstanden wird. Es 
ist mithin 

ATf =2 ayUi + «2^2' + «3««8'. 
Wendet man diese Formeln auf die Seiten des Coordinaten- 
dreiecks an und bezeichnet mit Xi , x^ , % die Coordinaten von P, 
so erhält man: 



«1 hl CC.2 ^2 ^3 h 



Xi = -— j- , Xq = — -f— , ^B = 



ä 



Setzt man diese Werthe in die Gleichung 

91 iX^l + 92002 + gsOC3= ^ 
ein, so erhält man 

^ = «1 + «2 + «8. 
Also ist 

«1 + «2 + «3 

Hiernach erscheint es zweckmässig, die Gleichung eines Punktes 
so zu kürzen, dass in der gekürzten Form 

«1 + «2 + «3 = 1; 
diese Form möge als die Normalform der Gleichung eines 
Punktes bezeichnet werden. 

Die Normalform der in beliebig erweiterter Form gegebenen 
Gleichung des Punktes 

P ^ aiUi -\- «2 W2 + «3 W3 = 
lautet demnach 

Ui H ■ i U2 H ; ; tls = 0. 



«1 + «2 + «3 • «1 + «2 + «3 «1 + «2 + «3 

Ist 

«1^1 + a2«*2 + «a«*8 = 
die Gleichung .eines Punktes in der Normalform, so hat die Linie 
Tj deren Coordinaten Ui, u^, u^ sind, in Bezug auf P die Coor- 
dinaten : 

Der Abstand des Fixpunktes von einer Geraden jT, deren Coor- 
dinaten gegeben sind, ergiebt sich durch Substitution derPlücker'- 
schen Coordinaten 



.2 = ^1*%^ + ^'l^l + 9i^i — 2 5'iö'2 cosy^uiUi — 2g2gzCosyxU2th 
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in die Identität für Plücker'sche Coordinaten. Man erhält 

— ^gzgicosy^uzux. 

Die Wurzel für r ist immer positiv zu nehmen. 
Unter Benutzung dieses Werthes für r ergiebt sich der Abstand 
des Punktes P von der Geraden T : 

e = r(aiUi' + «2^2' + «3 m»')- 

5. Zur Transformation aus einem Dreipunktsystem 
in ein anderes seien die Gleichungen der. neuen Goordinatenpunkte 
in Bezug auf das alte System in der Normalform gegeben, und zwar 

für den Punkt üi : «i' Ui + «2' «2 + «a' W3 = 0, 

» n « ^2 : «1" Wi + «2" ««2 + fta" «s =' 0, 

„ „ „ üs: ai'"wi + «2'" «2 + «8'"w» = 0. 

Alsdann sind die Transformationsformeln für Ut die Lösungen 
des Systems 

üi = ai ui + «2' «*2 + «3' W3, 

ü'a = tti" Ui 4- «2" «*2 + «3" «*3 . 
üi =r «i'^Wi -f «2'" «2 + «3 '"«3 , 

wobei Ujc die Coordinaten im neuen System bezeichnen. 

6. Ein Punkt P mit den Coordinaten x^ habe die Normal- 
gleichung 

(P =^ «1 Wi + «2 W2 + «3 «8 = 0, 
so ist 

Xk = ajthjt, a;t = T-; 

also ist die Gleichung von P in der Normalform : 

^i , ^2 , ^3 A 

Eine Gerade T mit den Coordinaten Ut habe die Gleichung in 
Normalform: 

üi Xi + «2 ^2 + Ö3 ir3 = 0, 
so ist 

also ist die Gleichung der Geraden T in der Normalform : 

rui . ru2 . rus -. 

-7-^^i + -roo2 + -7-^3 = 0. 

fii ti^ 'h 

2* 
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7. Bestimmung derEntfernung zweierPunktePundP'. 

Zieht man durch P und P Gerade in den Richtungen bezie- 
hentlich AiÄi und ÄiAk, so erhält man mit der Geraden PP' == 8 
zusammen ein Dreieck, in welchem 8 dem Winkel y^ oder dem Win- 
kel 180® — ^jt gegenüberliegt, je nachdem die Differenzen 

Si = Xi — afi und di = Xi — x/ 



Fig. 6. 




verschiedene oder gleiche Vor- 
zeichen haben (Figur 6). Die bei- 
den übrigen Seiten sind: 



Xi 



Xi 



XI — xi 



'=7ZT:t(*^+ S'i+ 2SiStCosy,y 



smyi stnyt 

Hiernach gilt allgemein: 

sm^yi 

Um einen symmetrischen 
Ausdruck zu erhalten, bilde man 
ffk^8^^ wende diese Formel für alle Cyclen der Indices 1, 2, 3 an 
und addire; man benutze 



9h 



alsdann erhält man 



stn^yk 



Z/2 



32 = 



(*2+ 81 + 81 + 8,8,cosys 



^'(g? + g^ + g!) 

+ *2 *3 COS yi + 8s 8i cos y^). 

8. Bestimmung des Winkels zwischen zwei Geraden 
Tund 2^ aus den Coordinaten derselben. 

Aus den Formeln für Transformation aus homogenen in ortho- 
gonale Coordinaten folgt: 

ru = i 

rv = — I 

Ferner bilde man analoge Formeln durch Vertauschung von 
u, V, r, ui^ U2, Us gegen u\ v\ r\ w,', u<i, %'. Der gemeinsame 
J)ivisor aller vier Werthe ist bekanntlich gleich der doppelten Drei- 
ecksfläche. Entwickelt man die vier Zähler als Functionen der Ui 
und bildet 





«*i 1^1 




1 a,ß, 


T 


U2 1/32 


• 
• 


1 «2/32 




% l/^s 




1 «3 ßz 




Ui 1 «1 




1 a,ß. 


r 


Wa 1 «2 


• 
• 


l Ohß^ 




% 1 «3 




1 «3 ßs 
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so erhält man 



cos T^T* =— ^(uiUi'g^ + u^ih' oi + u^^qI 

— [«1 W2' + «2 Wi'l^ri^TaCOsys — [wj «3' + «3%']^3Ö'2<Jösyi 

— \uz wi ' + wi W] 5^1 5^3 cos y^)' 

Dabei ist fiir TT dei;jenige Winkel zu nehmen, den die dem 
Fixpunkte zugewandten Ränder von T und T' begrenzen. 

9. Berechnung der Dreiecksfläche aus den Goordi- 
naten der Ecken. 

Das Dreieck habe die Ecken B\ B'\ B"'\ dieselben haben die 
homogenen Coordinaten ici, Xjt, x*l\ und bezogen auf ein orthogo- 
nales Hilfssystem, dessen Ursprung im Innern des Axendreiecks 

Die Determinante 



flJi' x^ Xz 
^ ff M ff ^ ff 

Xi X^ Xz 

/» fff /M fff ^ fff 

X\ x^ a?3 



= B 



zerfallt in das Product zweier Determinanten; es ergiebt sich 



B = 



1 ai bi 




1 02 ^2 


• 


1 Ö3 ^8 





1 a;' y 
1 as" y 
1 «"V" 



"V(a/ + 6i^(aH-bD(a| + bD" 



Das Product des ersten und letzten Factors ist 

wenn /d hi ^2 ^s die doppelte Fläche und die Höhen des Axen- 
dreiecks bedeuten. Ferner ist der mittle Factor das Doppelte der 
gesuchten Dreiecksfläche. Hieraus folgt die gesuchte Fläche zu: 



Bi B2 Bs == 



2 hl h^ hs 



f 



f 



Xi Xq X3 

^1" X2" Xf!' 

xr x^ xr 



Ueber die Bedeutung des Vorzeichens der Dreiecksdeterminante 



DD{BiB2B)b = 



X\ a^' x^ 
^ ff ^ ff ^ ff 

Xi X2 Xs 

/*. fff ^ fff /- "' 

Xi X2 Xz 



wird wie folgt entschieden : 

Zwei Dreiecke BiBtBi und BrBgBt heissen gleichen 
oder entgegengesetzten Sinnes, je nachdem die Bewe- 
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gung von Bk nach Bi^ beziehentlich von Bs nach J?^, von 
J5,-, beziehentlich Br aus gesehen unter gleicher oder 
unter entgegengesetzten Richtungen erscheint. 

Lehrsatz: Zwei Dreiecke BiBkBi und BrBgBt sind 
gleichen oder entgegengesetzten Sinnes, je nachdem ihre 
Determinanten 

D D (Bi Bit Bi) und D JD {Br Bs Bt) 

gleiche oder entgegengesetzte Zeichen haben. 

Beweis: Permutirt man zunächst die Ecken ein und desselben 
Dreiecks, so dass aus der Ordnung B^B^Bz die Ordnung BiB^Bi 
entsteht, so ist 

DJDiBiBjtBi) = ± DI){BiB,Bs), 

je nachdem ikl eine gerade oder ungerade Permutation von 123 
ist. Nun sind aber alle geraden Permutationen von 12 3 zugleich 
cyklisch; in diesem Falle erscheint in der That die Bewegung von 
Bjt nach i?;, von J?,- aus gesehen, in derselben Richtung, wie die Be- 
wegung Bi Bs von Bi aus gesehen. Jede ungerade Permutation der 
drei Elemente kann aus einer cyklischen durch Vertauschung der 
letzten beiden Elemente derselben abgeleitet werden; ist ihl cy- 
klisch, so ist ilJc ungerade, und es ist alsdann 

D B {Bi BiBjt) = — BD ( J?i B2 B^). 

Die Bewegungen BiB^; und B^Bi erscheinen von jedem Punkte 
aus unter verschiedenen Richtungen. 

Hiermit ist die Behauptung für die verschiedenen Formen der 
Determinante ein und desselben Dreiecks bewiesen. 

Ersetzt man ferner in dem Dreiecke Bi B2 Bs und in der zu- 
gehörigen Determinante einen Punkt Bf durch irgend einen andern 
Punkt Bj der Ebene, so wird das neue Dreieck mit dem ursprüng- 
lichen gleichen oder entgegengesetzten Sinnes sein, je nach- 
dem Bi und Bj auf derselben oder auf entgegengesetzten Seiten der 
durch die beiden anderen Ecken gehenden Geraden liegen. Da nun 
aber die linke Seite der Gleichung der Geraden P P' : 



Xi X2 Xs 
Xi X2 Xz 
Xi" X2 Xz' 



= 



Werthe gleichen oder entgegengesetzten Zeichens erhält, je nach- 
dem man für die laufenden Coordinaten Xje die Coordinaten x'i' von 
auf derselben oder entgegengesetzten Seiten der Geraden -P'P" ge- 
legten Punkten setzt, so sind demnach die Bedingungen identisch, 
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anter welchen durch die Substitution Bj für Bi das Dreieck seinen 
Sinn und die zugehörige Determinante ihi* Zeichen wechselt, q. e. d. 

Die Determinante des Axendreiecks 

ist positiv. Die Formel 

B, B2B, = -^pr^-T ^^(^i -^2^3) 

2 fli Ä2 A3 

liefert demnach einen positiven oder negativen Werth, je 
nachdem das Dreieck Bi B2BS mit dem Axendreieck 
A1A2A3 desselben Sinnes ist oder nicht. 

Berechnung der Dreiecksfläche aus den Normal- 
gleichungen der Ecken. 

. Sind die Gleichungen der Eckeu iu der Normalform für B^*^: 

«!<*)% + a2^^^ti2 + «s^^^Ws = 0, 
so ist bekanntlich 

Setzt man diese Werthe nach J?, so lässt sich hi Ä2 A3 als Factor 
absondern. Hiernach ergiebt sich die Dreiecksfläche aus den 
Gleichungen der Ecken zu 



Bi B2B3 — — 



Ui OC2 CCs 

(Xi «2 ^3 
CCi «2 ^3 



Die Höhen und die Winkel des Dreiecks lassen sich aus Fläche 
und Seiten berechnen. 

10. Berechnung der Höhen eines Dreiecks aus den 
Gleichungen der Seiten. 

Das Dreieck B' B" B"' habe die Seiten & G" G'" und die Hö- 
hen E!B!' H'". Die Gleichungen der Seiten in Normalform seien 

Bezeichnet h l m einen Cyklus von 12 3, so hat man 

= «i^a;!* + a2^X2^ + «s'Vi 
= Oi'»a?i* + Gi2"*a;2* + ai"*i»3* 

Hieraus folgt: 
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^ 9\ 9^ 93 

ai' «2' «2' 
ai'"a2"*a3'» 



Setzt man: 



= 0. 



B 



so folgt: 



a/' 02" aa" 
a/" «2"' 03"' 



£^1.= 



22* = 



5^1 0^2 ^3 

a^ «2' «3^ 
ai"*a2"*a3"* 






11. Berechnung der Fläche eines Dreiecks ans den 
Gleichungen der Seiten. 

Unter Benutzung der soeben gebrauchten Bezeichnungen bilde 
man das Product: 



a/ da' 


üz 




dl (I2 


«3" 


• 


_ in ^ in 
tti 02 


as"' 





Xi X2 X3 

xi" X2" xs" 

Xi'" xr xi" 



= x2 . J5i JD2 J03 . 



2 ^1 ^2 ^3 



^h 



Stellt man das Product als Deteiminante dar und berücksichtigt, 



dass 

so erhält man: 



, je nachdem i -^ , , 



-Dl . jy2 • -^3 = 2? . Bi ^2 -^3 . 



2 j^tj ^2 ^3 



Setzt man für die Höhen die oben berechneten Werthe ein, so 
erhält man die gesuchte Dreiecksfläche zu 

jji xJ2 -^3 "~~ —————— • — ^^__^_^^ • 

2 n\ Ä2 A3 J?i Ji2 -Ks 

12. Berechnung der Seiten und Winkel eines Drei- 
ecks aus den Gleichungen der Seiten. 

Die Formeln der vorigen beiden Abschnitte liefern: 



1 jj t^ i^ ^ ' ^ 

ö lik ^k = ^k • ry T> 



m 



2 . ii* 2 Äx 7*2 ^3 Bküi R 



in 



Hieraus folgt: 



(^k = 9i92 9b 



R 



RiR 



m 
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Nach der Formel 

stnBm = -pr 

. /4 : Bin 

StnBm = 

9l ff 2 ff 3 

§.4. 

Harmonische Beihen und Büschel am vollständigen Viereck 

und Vierseit. 

1. Harmonische Punkte und Strahlen. 

Definition: Die Punkte P2 -P3 sind den Punkten JPqBi 
derselben Geraden harmonisch conjugirt, wenn 

a) P0P2 • -P2i'i = — (-P0P3 :-P3i'i). 

Aus a) folgt durch Umstellung 

P2P0 : PoBs = - (P2JP1 : Pi^sl 

Es sind demnach auch Po Pi den Punkten P2 P3 conjugirt ; es 
mögen daher kürzer die beiden Punktpaare als zwei harmo- 
nische Paare bezeichnet werden. 

Man sieht ferner leicht , dass es gleichgültig ist, wie man die 
Punkte jedes Paares ordnet; denn es ist z. B. auch 

P, P,:P,Po = - (i>i Ps : P» Po), 
oder 

P0P3 : PsPi = — (PoP. : P2 Pi), 

d. h. wenn die Punktpaare PoPj und P2P3 harmonisch sind, so 
sind auch die Paare Pj Po und P2 P3, oder Po Pi und P2 P4 harmo- 
nisch; man findet also allgemein, dass man aus zwei harmouischen 
Paaren wieder harmonische Paare erhält, wenn man die Paare unter 
sich und die Punkte jeden Paares beliebig anders anordnet. Es ist 
daher bei der Angabe, dass zwei Paar Punkte harmonisch sind, die 
Ordnung der Paare und die Ordnung innerhalb der Paare gleichgültig. 

2. Werden die Coordinaten zweier Punkte P2P3 aus 
denen zweier gegebener Punkte PqPi nach den Formeln 
abgeleitet: 

''''- l + ii ' 

^Xjto — (lXii 

80 sind die Paare PoPi und P2P3 harmonisch. 
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Denn os verhält sich 

P0P2 : i'z-Pi => : ^, 

P0-P3 :PsPi= — ll:^, 
also ist 

P0P2 : Ai^i = — (^0^8 : i's-Pi). q. e. d. 
3. Wird die linke Seite der Gleichung zweier Punkte 
P2 -P3 aus den Polynomien der Gleichungen zweier ge- 
gebener Punkte Pe-Pi nach den Formeln abgeleitet: 

Pi = wPo + nFi = 
^^ P3 = mPo — nPi = 0, 

so sind die Paare Po Pi und P2P8 harmonisch. 

Denn sind A^B^ C,D die Multiplicatoren , durch welche die 
Gleichungen der vier Punkte in Normalform übergeführt werden, 
so erhält man durch Substitution der Coordinaten der Seiten des 
Axendreiecks in die Gleichungen 



die Formeln: 



mC . nC 

mB nJD 

Hieraus ergiebt sich 

1 m n 

C "Ä '^ B' 

1 m n 

B^^' A^ B' 

mithin sind die Formeln für x^^ und x^z in Uebereinstimmung 
mit b). 

4. Definition: Das Strahlenpaar ^2 Ja ist dem Strahlen- 
paare TqTi desselben Büschels harmonisch conjugirt, wenn 

d) sin T^T^ : sin tTTi = — (sin T^Ts : sin T^Ti). 

Man weist wie oben für Punkte nach, dass bei der Angabe: 
„ein Strahlenpaar ist einem andern harmonisch conjugirt", die Ord- 
nung der Paare und die Ordnung der Strahlen jedes Paares gleich- 
gültig ist. 



stn 
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5. Werden die Coordinaten zweier Strahlen T2 Ty aus 
denen zweier gegebener Strahlen Tq Ti nach den Formeln 
abgeleitet: 

6) 1 

so sind To Ti und T^ T3 harmonische Paare. 
Denn es ist 

siw T^Tz : sin T^i == ü : — , 

also in der That: 

sin T^T2 : sm tTTi = — (sm T^a : sin T^Ti), 

6. Werden die Polynomien der Gleichungen zweier Geraden 
T2 Tg aus denen der Gleichungen zweier gegebenen Geraden Tq Ti 
nach den Formeln abgeleitet: 

.. T2 = mTo + nTi =0, 

*^ - Ts = w To — n Ti = 0, 

so sind die beiden Paare Tq Ti, T2 Ts harmonisch. 
Seien AB CD die Multiplicatoren der Gleichungen 

To = 0, Ti = 0, T2 = 0, T3 = 0; 

die Abstände der Geraden vom Fixpunkte seien Tq Ti r^ r^. Setzt 
man nun die Coordinaten der Seiten des Axendreiecks in die 
Gleichungen : 






\ 



80 erhält man: V 

mG , nC 



mC nC 

H Was = -7- »"o ^*e — "T" • **! w*i, 



oder: 
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Ä.r2 



B.r2 






Ä.T^ 



B.rs 



Hieraus folgen die Werthe 

C ' 



+ 



A 



B ' 

Vi n 



' A B ' 

demnach sind die Formeln für Ui2 und u^z in üebereinstimmung 
mit e). 

7. Zwei Paare harmonische Punkte werden von jedem 
Punkte Hus durch zwei Paare harmonische Strahlen pro- 
jicirt. 

Sind PqJPi und P2-P3 die projicirten harmonischen Punkte, 11 
das Projectionscentrum, Tq Ti und T2 T3 die Projectionsstrahlen für 
die gleichbenannten Punkte, so sind die Gleichungen dieser Strahlen : 



To = 



Xi 


X2 Xz 


fl 


b2 Is 


^10 


^20 ^30 




Xi 



= 0, 



r, = 



Xi 


X2 Xz 


ll 


b2 b3 


a?ii 


o^j, ÄJai 




^3 




^3 


kXzQ 


+ l^Xzi 




Xz 




I3 


^XZQ 


I^ÄJsi 



0, 



X2 
T^ = li I2 ^3 = 0, 

^^10 + f*^ll» ^i»20 -f- 1*^21, 

a?! X2 

r. = li I2 h = 0. 

^^10 — ft^u, ^Ä?2o — f^^:» 
Hieraus ergiebt sich: 

T2 = A To + fi Ti, T3 = A To — f* Ti, 
übereinstimmend mit f). 

8. Zwei Paar harmonische Strahlen werden durch 
jede Gerade in zwei Paaren harmonische Punkte ge- 
schnitten. 

Sind To Ti und T2 I3 die harmonischen Strahlen und ist % die 
schneidende Gerade, so sind die Gleichungen der Punkte PqBiP2Bz 
in denen die Gerade Z die gleichnamigen Strahlen schneidet: 



Po = 



Ui U2 

VLi U2 U3 

Uio U20 W30 



= 0, Pi = 



Ml t*2 % 
Ul U2 U3 
Uli U12 Uiz 



= 0, 
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Ui tl2 «is 

P2 = "1 «2 ' «3 =- 0, 

Ui U'2 U3 

Ps ^ ^l «2 «3 = 0. 

Attio ftWil, ^t*20 — ftWai, ^«30 — f*«31 

Hieraas folgt 

P2 = XPo + f*-Pi, -P« = ^Po — ^Pu q. e. d. 
8. Das vollständige Viereck (Fig. 7). Das vollständige 
Viereck PiP2PzP^ hat sechs Seiten, nämlich die Geraden, welche 
je zwei der vier Eckpunkte verbinden. 

Fig. 7. 




Seehs Gerade haben im Allgemeinen 15 Schnittpunkte; jeder 
Punkt, in welchem drei Gerade sich söhneiden, enthält drei zusam- 
menfallende Schnitte. Denn schneiden sich die Geraden Ti I2 T.) in 
einem Punkte, so liegen auf demselben die Schnitte von Ti mit Tj, 
von 2\ mit T3 sowie von I2 mit J3. 

Da nun in jeder der vier Ecken des vollständigen Vierecks sich 
drei von den sechs Seiten treflFen, so zählen demnach diese Ecken 
als 12 Schnittpunkte. Mithin treffen sich die sechs Seiten ausser in 
den vier Ecken noch in drei anderen Punkten. 

Das Dreieck dieser drei Punkte mag das dem Viereck con- 
jugirte Dreieck heisseo. 

Auf jeder von sechs Geraden liegen fünf Schnittpunkte mit 
den übrigen Geraden; ein Punkt der Geraden, in dem sich zwei 
andere schneiden , enthält zwei Schnittpunkte/ Da nun jede Vier- 
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ecksseite durch zwei Ecken geht, und in jeder derselben sich noch 
zwei andere Seiten schneiden, so folgt, dass jede Vierecksseite eine 
und nur eine Ecke des conjugirten Dreiecks enthält. 

Man- wähle dieses Dreieck zum Axendreieck und bezeichne die 
Ecken mit AiA^Az^ welche auf den Seiten P^Pi^P^P^^P^JP^ liegen. 

Die Gleichung von P4 in Bezug auf dieses Dreieck sei 
P4 ^ ai Wi + 0^2 % + 0^3 U'A = 0. 

Die Gleichung jedes Punktes 77, der mit P^At auf derselben 

Geraden liegt, wird aus der Gleichung des Punktes P4 und aus der 

des Punktes Aii 

Ai ^ w, = 

mit Hülfe der Formel gewonnen: 

77 = P4 + nui = 0, 

worin n irgend eine positive oder negative Zahl bezeichnet. 

In den Gleichungen 77 =* und P4 = sind demnach nur die 
Coefficienten von Ui verschieden; die Coefficienten der anderen bei- 
den Coordinaten sind in beiden Gleichungen dieselben. 

Die Gleichungen der vier Punkte haben demnach, wenn hcd 
drei noch zu bestimmende Zahlen bedeuten, die Form: 

P4 ^ CTiUi 4- (h^2 + «3^3 = 

Pi ^ a Ui + a2«*2 + Ö3W3 = 

P2 ^ aiUi -\- h ti2 + 03 % = 

Ps ^ ai«*i + a.2th + c W3 = 0. 
Von den letzten drei Punkten liegen je zwei PiPt niit dem 
ungleichnamigen Eckpunkte Ai auf einer Geraden; denn durch jeden 
Eckpunkt A gehen zwei Seiten des Vierecks; da nun Ai auf P^Pi 
enthalten ist, so muss Ai auch der Geraden durch die anderen bei- 
den Punkte PiPk angehören. 

Demnach kann man P,- und P* durch zwei geeignete Multipli- 
catoren so erweitern, dass die Coefficienten von Ui und Ut in beiden 
Gleichungen übereinstimmen. Dazu ist aber erforderlich, dass vor 
der Erweiterung diese beiden Coefficienten in der einen Gleichung 
dasselbe Verhältniss haben, wie die beiden Coefficienten in der 
andern Gleichung. 

Wendet man diese Bemerkung auf die drei Paare PiP3,P2fp3, 
Ps Pi an , welche mit den bez. Punkten A-^ Ai A^ auf einer Geraden 
liegen, so ergiebt sich: 

a ; «2 = öti : b, oder ah = «102, 
h : a^ r=z a'2 '. c, „ hc = a^a^^ 
c : «j = «3 : a, „ ca := a^üi. 
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Multiplicirt man je zwei dieser Formeln und kürzt das Resultat 
durch Benutzung der dritten, so erhält man: 

a« = a?, h^ = al c« = al 

Da nun die vier Punkte sämmtlich von einander verschieden sind, 
so bleibt nur die Wahl: 

a = — «1, b = — a2, c = — tts. 

Es ergeben sich demnach die Gleichungen der vier Eckpunkte in 
den Formen: 

P4 ^ UiUi -{■ a^Uq + 03% = 0, 
Pi ^ — «1^1 + «2% + asUs = 0, 

^^ P2 ^ «1«*! Ö2W2 + Ö3«*3 = 0, 

P3 ^ (^1^ -{- (h^2 — 0^3 Ws = 0. 

Man kann dieses Resultat auch folgendermaassen zusammenfassen: 
Die Gleichungen der Ecken eines Vierecks, welches dem Axen- 
dreieck conjugirt ist, sind die vier geometrisch verschiedenen Glei- 
chungen, welche in der (arithmetisch achtdeutigen) Form enthal- 
ten sind: 

h) yäfui + Va^U2 4- Vä[us = 0. 

9. Ist *, Ä;, Z = 1, 2, 3, so ist die Gleichung des Punktes 77, 
welcher den Geraden PiPjt und AiÄjt gemeinsam ist, 

i) n = p, — p, = 0. 

Denn 77 liegt hiernach auf P,- P* ; femer ist nach g), wenn man, was 
ohne Beschränkung erlaubt ist, ikl cyklisch ordnet, 

Pi — Pjb = —- 2 üiUi + 2 ajeUjt- 
Daher wird 77 = von Ui •=. w^ = 0, d. i. von den Coordinaten 
der Geraden AiAk befriedigt, liegt also auch auf AiAk* 

Die Gleichung des Punktes Ai hingegen hat die Form 

k) ^, =P.- + -P*=0; 

denn es ist 

P.- + P*=2aiWz. 

Aus den Formeln 

77=P, ~P,= 0. 

Al = P, + P* = 
folgt, dass P, Pj: und 77 Ai harmonische Paare sind. 

Aehnlich überzeugt man sich, dass die Gleichung des Punktes 77, 
in welchem P4 P,- die Gerade A^ Ai schneidet und die Gleichung von 
Ai (welcher auf P4 P,- liegt) erhalten werden durch : 

' Ä,^Pi — p, = 0. 
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Es sind demnach auch JP^Pi und 11 Ai harmonische Paare. Beide 
Ergebnisse setzen den Satz zusammen: 

Zwei Ecken Pr^s eines Vierecks bilden mit der auf 
Pr Ps liegenden Ecke des conjugirten Dreiecks und mit 
dem Punkte, in welchem Pr Ps von. der Geraden durch die 
beiden anderen Dreieckspunkte geschnitten wird, zwei 
harmonische Paare. 

10. Die Coordinaten der Ecken des Vierecks ergeben sich aus 
denen von P4 wie folgt: 

Bringt man die vier Gleichungen g) auf die Normalform und 
substituirt die Coordinaten der drei Dreiecksecken, so erhält man 
zunächst 



» a'21 — : ; , M^si = 



M/i4 


«1 


+ 02+^3 


/f. 1 ■ 




— «lÄi 




•~~" 


Ö^l + 0^2 + «3 

aihi 


**'12 


«1 


<h -I-Ö8 






a, Äi 



«1 +«2 +«3 «1+02 + «:/ 

a^22 = ^ , ^»32 = 



«3 Ci\ «2 + «3 

«2^2 ^ «8 '^3 

a?23 = ; , ^33 



«1 i" 02 -^ «3 «1+02 — (h »1 + «2 «3 

Aus diesen Formeln folgt, wenn x, A, ft drei noch zu bestimmende 
Factoren bezeichnen: 

ajii =--xä:i4, ir2i == ^X2A, Xzi = . xajsi, 

m) Ä?12 = ^i»14» ä;22 = ^ iK24, iC32 = — A a?34, 

flj,3 == va^u, ä;23 = llX2^y CCss = ■— (l Xu' 

Die Werthe von x, A, ft erhält man , indem man die Coordinaten in 
die Identität 

9i^i -|- 92^ + 93X3 = '^ substituirt. 
Dann erhält man nach einer einfachen Reduction: 



^ — 2giXu ' d — 2g2X2^' ^ — ^g^x^^ 

Die Formeln m) und n) liefern die Coordinaten der Punkte 

Px P2 Ps. 

Man kann dieselben auch folgendermaassen zusammenfassen: 

Die Eckpunkte eines dem Axendreiecke zugehörigen Vierecks 
i = 1,2,3,4 sind die vier verschiedenen Punkte , deren Coordi- 
naten für gegebene «i (X2 «3 die Proportion erfüllen : 
o) x^^ : x^^, : x^^ ^= a^ : «2 • ^3* 
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11. Man kann die in 8) und 10) gegebenen Sätze in folgen- 
der Weise umkehren: 

Sind aiO^a^ drei gegebene Zahlen, so sind die vier 
verschiedenen Punkte, deren Gleichungen unter der Form 
enthalten sind: 

die Ecken eines dem Axendreieck conjugirten Vierecks. 
Die vier Punkte P,, deren Coordinaten für gegebene 
Werthe von a^ct^a^ der Proportion genügen: 

•^li • "^21 • "^Si "l • "2 • "3» 

bilden ein dem Axendreieck conjugirtes Viereck. 

Denn bildet man, um den ersten Theil der Umkebrung zu be- 
weisen, die Gleichungen der vier Punkte, so sieht man leicht, dass 
auf der Verbindungsgeraden je zweier derselben eine und nur eine 
Ecke des Axendreiecks enthalten ist ; dass femer durch jede Ecke 
des Axendreiecks nur zwei Seiten des Vierecks gehen. Demnach 
sind die Ecken des Axendreiecks in der That die drei Schnittpunkte, 
welche durch die sechs Seiten des Vierecks noch ausser den vier 
gegebenen Ecken bestimmt werden. 

Den Beweis des zweiten Theils kann man führen, indem man 
aus den Coordinaten der vier Punkte die Gleichungen derselben ab- 
leitet. Man findet dann nach einfachen Reductionen, dass dieselben 
unter der Form enthalten sind 

Diese Entwicklungen lehren femer, dass ein Viereck durch 
das conjugirte Dreieck und einen Eckpunkt bestimmt ist. 

12. Das vollständige Vierseit (Fig. 8 a. f. 8.). Ein voll- 
ständiges Vierseit wird von vier Geraden gebildet. Zu demselben 
gehören die sechs Ecken, in welchen sich die vier Seiten des Vier- 
seits schneiden. 

Sechs Punkte werden zu je zweien im Allgemeinen durch 
15 Gerade verbunden. Wenn drei der Punkte auf einer Geraden 
liegen , so fallen in derselben drei von den Verbindungsgeraden je 
zweier Punkte zusammen. Da nun auf jeder der vier Seiten drei 
der sechs Ecken liegen, so vertreten demnach diese vier Seiten zwölf 
Verbindungsgerade. 

Die sechs Ecken des Vierseits bestimmen demnach ausser den 
vier Seiten noch drei andere Gerade. Das von denselben gebildete 
Dreieck mag das dem Vierseit conjugirte Dreieck heissen. 

Heger, Analytische Geometrie. 3 
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Durch jeden von sechs Punkten gehen fiinf Yerbindungsgerade 
mit den übrigen Punkten; liegen zwei derselben mit dem betreffen- 

Fig. 8. 



"-Gl 



den Punkte auf einer Geraden, so fallen in derselben zwei der fünf 
Verbindungsgeraden zusammen. 

Da nun in jeder Ecke des Vierseits sich zwei Seiten schneiden, 
in welchen noch je zwei 'Ecken liegen, so folgt, dass durchjede 
Ecke eine Seite des conjugirten Dreiecks geht. 

Man wähle dieses Dreieck zum Axendreieck ; man bezeichne die 
vier Seiten mit T4 Ti T) T^ und bezeichne d i e Seiten des Axendrei- 
ecks mit G^ G^ Gi, welche durch die Punkte T4 T,, T4 T2, T4 T3 gehen. 

Die Gleichung von I4 sei 

T^ ^ üyXi -\- 02 X.2 -{- a^x^ •= 0. 

Da Ti durch T4 geht, so setzt sich die Gleichung von jT, aus der 
von Ti und der von G, 

Gi = ar, = 

nach der Formel zusammen: 

Ti= T^ + vXi= 0. 
Demnach weichen die Gleichungen T, und T4 nur in den Coefficienten 
der Coordinate Xf von einander ab. Sind abc drei noch zu bestim- 
mende Zahlen, so haben demnach die Gleichungen der vier Seiten 
des Vierseits die Form 

T4 ^ OjiTi + a2X.2 + OaOJg = 0, 

Ti ^ a Xi + a.2X2 + a^x.; = 0, 

T2 ^ UiXi -f 6 X.2 -\- a^Xz = 0, 

Ts ^ a^Xi + «2% + c iTa = 0. 
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Da mm, wenn i,k,l = l, 2, 3, die Geraden Ti Tjt und Gi ein Büschel 
bilden, so lassen sich Ti und Tt so erweitern, dass in diesen Gleichun- 
gen die Coefficienten von Xi und Xi übereinstimmen; dies ist nur 
möglich, wenn die Proportionen gelten: 

a : 02 = cti : h, oder ah = «lOa, 
6 : «3 = Oj : c, „ ?> c = a2 as, 
c : ai = tts : a, „ ca = Onai, 

Hieraus folgt wie oben: 

a = — aj, b = — oq, c =: — üb. 

Die Gleichungen der vier Seiten in Bezug auf das conjugirte Dreieck 
haben demnach die Form: 

* 

Ti ^ aiXi + diXi + <'3iP3 = 0, 

X Ti = — flirci + OiXi + (hXs = 0, 

^^ T2 ^ aiiTi — 0.2X2 + OsXs = 0, 

Ts ^ OiXi + 0-2X2 —- OsXs = 0. 

Es sind dies die vier verschiedenen Geraden, welche unter der For- 
mel enthalten sind : 

q) yöfxi + yVlx2 + |/^a-3 = 0. 

13. Die Gerade, welche den Punkt T, T^ mit dem Punkte 
Gri Gtk verbindet, hat, wenn ihl cyklisch ist, die Gleichung 

r) S: = T/ — Ta = — 2 üiXi + 2 OkXu = 0. 

Denn J bildet mit TiTt ein Büschel und wird von Xi= 0, x^ = 
befriedigt. 

Die Seite Gi des conjugii-ten Dreiecks, welche durch T,-2\. geht, 
hat die Gleichung 

s) Gl = Ti + Ti = 2 OiXi = 0. ' 

Die Gerade 2^, welche T4 T,- mit Gk Gi verbindet, hat die Gleichung 

t) S: = T4 + T, = 2 OkXt + 2 üiXi = 0. 

Die Gleichung der Geraden Gi kann geschrieben werden: 

u) Gi = T4 ~ T,(= 2a,ir,) = 0. 

Aus den Formeln p) q) r) s) ergiebt sich der Satz: 

Zwei Seiten Tr T, eines Vierseits, die durch den Punkt 
TrTs gehende Seite des conjugirten Dreiecks und die Ver- 
bindungsgerade von Tf Tg mit dem Schnittpunkte der bei- 
den anderen Seiten des Dreiecks bilden zwei Paar harmo- 
nische Strahlen. 

14. Die Coordinaten der Seiten eines Vierseits in Bezug auf 
das conjugirte Dreieck lassen sich folgendermaassen ableiten. 



a * 
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Ci C2 Cs C4 seien die Factoren , welche die Gleichungen p) in 
Normalform überführen; rir2rzr4 die Abstände des Fixpunktes von 
den vier Seiten. Alsdann sind die Coordinaten derselben: 

U U u 

«11 = Ol . ai Äi, «21 = — Ol . 02^2» W31 = -— Gl . asÄs, 

n n n 

1*12 = — 1/2 . Ol Äj, M22 = C2 • ^2 ^> W32 = — ^-2 . 08^3, 

r2 r2 r^ 

Ml3 = — C3 . Ol Äi, ti23 = — C3 . «2 ^2» %3 = ^3 • öfS^S« 

**3 ^a rs 

Bedeuten A, fi, v drei noch zu bestimmende Zahlen , so haben dem- 
nach die Coordinaten von T\ T2 Ts die Form; 

Uli = — ^ Wi4, U21 = A W24, W31 = ^ ^34, 

V) W12 = ^Uu, M22= — i^W24, «32= ^«34, 

Wl3 = VUu, U23 = VW24, «^33= — V«(84. 

Durch Substitution dieser Werthe in die Identität 

erhält man die Werthe: 
N 1 ^ ^ ^ 



Z/ — 2^iriWi4' ^-— 2^2**2W24' ^ — 2^3r3M34 

Aus den Formeln v) und w) bestimmen sich die Coordinaten einer 
Seite des Vierseits aus denen der drei anderen. 

Die Coordinaten der Seiten T, eines Vierseits erfüllen demnach 
eine Proportion von der Form : 

x) . u\. ul : U^ = «2 : a| : a^ 

15. Man beweist leicht folgende Umkehrungen: 
Die vier Geraden, deren Gleichungen unter der Form 
enthalten sind: 

Vafxi + ya^X2 + Vafxs = 0, 
bilden ein dem Axendreiecke conjugirtes Vierseit. Die 
vier Geraden, deren Coordinaten für drei gegebene Zahlen 
ai«2«3 die Proportion erfüllen: 

u^ : w| : ui = «2 : a| : a^ 

sind die Seiten eines dem Axendreiecke conjugirten Vier- , 
seits. 
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§.5. 
Sätze über Curven zweiten G-rades. 



1. Sind 



f{x, y)= und q) (u,v) = 

Gleichungen n*®" Grades zwischen den orthogoiialen Punkt- und 
Plancoordinaten eines variabeln Punktes, beziehentlich einer enve- 
loppirenden Geraden, so werden dieselben beim Uebergang zu homo- 
genen Coordinaten zunächst im Allgemeinen in nicht homogenen Func- 
tionen derselben verwandelt. Multiplicirt man diejenigen Glieder 
dieser Functionen, deren Grad hinter dem Grade der Function um 
d Einheiten zurückbleibt, mit 

SO erhalten alle Glieder ein und denselben Grad. 

Die Gleichung einer jeden Curve w*®' Ordnung oder w*®' Classe 
in homogenen Coordinaten kann demnach als homogene Function 
^ten Grades derselben dargestellt werden. Wir setzen künftig bei 
Anwendung homogener Coordinaten immer diese Darstellungsweise 
voraus. Bei Anwendung PI ücker' scher Coordinaten ist Gleiches 
nicht möglich, sobald ungerade Wei-the von ä vorkommen; es lässt 
sich dann die Function «*®° Grades nur in die Summe einer homo- 
genen Function «**" und einer (n — 1)*®" Grades verwandeln. 

Die Transformationsformeln lehren, dass die Gleichungen in 
homogenen Punkt- und Plancoordinaten nicht homogene Gleichungen 
in orthogonalen Coordinaten von demselben Grade liefern. 

Wird ein Dreieck zu Grunde gelegt, das eine unend- 
lich ferne Seite (Ä\ A2) hat, so haben alle im Endlichen gele- 
genen Punkte einen constanten (unendlich grossen) Abstand (X2) von 
derselben. Die Potenzen dieser Coordinate verschmelzen im Allge- 
meinen mit Coefficienten der Gleichung zu endlichen Constanten; 
aus der homogenen Gleichung zwischen Xi X2 Xs wird eine nicht- 
homogene Gleichung zwischen den Abständen des variabeln Punktes 
von zwei Geraden, d. i. eine Gleichung in Descartes'schen. Coor- 
dinaten. 

Um zu bestimüien , wie sich die Plancoordinaten für ein 
solches System umgestalten lassen, lege man durch ilg eine Pa- 
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rallele T' zur variabeln Geraden T; sie hat von T den Abstand Ug, 
von A1A2 die Abstände iti und U2; T schneide auf Ä^Äi und ^43^4 2 

die Strecken — und — ab, welche von As nach Ai und A2 positiv 

UV 

gerechnet werden mögen. Haben nun AiAs und -42-^3 die (unend- 
lichen) Längen Si und S2, so ist: 

Ui = VL381 .w, also Ui = Ug.Si.u, 

U2 ±= U3S2 . V, also W2 = t*3 • S3 . ^' 

Setzt man dies in eine homogene Gleichung der w^ ein, so hebt sich 
«3 hinweg ; die unendlichen Werthe Si S2 verschmelzen im Allge- 
meinen mit den Coefficienten zu endlichen Constanten und es er- 
übrigt eine nicht homogene Gleichung zwischen den reci- 
proken Abschnitten der variabeln Geraden auf zwei sich 
schneidenden Axen, d. i. zwischen den orthogonalen Plan- 
coordinaten. 

Hat das Axendreieck eine unendlich ferne Ecke ^3, so 
laufen also Ai A3 und A2A3 parallel. Die variable Gerade schneidet 
dann von den unendlichen Seiten Ai A3 und A2A3 von A3 aus ge- 
rechnet dasselbe Stück V3 ab, von ^1 und A2 aus gerechnet seien 
die Abschnitte Vi und V2, und zwar positiv nach A3 zu. ^ 

AlBdann verhält sich 

Ui:U2:U3 = Vi:V2: V3 

und man kann daher in die Gleichungen für Plancoordinaten die u^ 
durch die Vk ersetzen. Nun ist V3 für alle Geraden constant und 
verschmilzt im Allgemeinen mit den Coefficienten zu endlichen 
Constanten. 

Die Gleichungen in Plancoordinaten gehen demnach 
in Bezug auf ein System mit einer unendlich fernen Ecke 
in nicht homogene Gleichungen zwischen den Abschnitten 
der variabeln Geraden auf den beiden parallelen Axen 
über. 

Bezieht man Gleichungen in Punktcoordinaten auf ein 
solches System , so verändei-t sich die Bedingungsgleichung zwischen 
den drei Coordinaten eines Punktes zu 

Xi -f- a?2 = d, 
wenn d den senkrechten Abstand der parallelen Axen angiebt. 

2. Gleichung der Tangente an einen Punkt Xt einer 
Curve /(iCjÄ?2a?3) = 0. Gleichung des Tangentialpunktes 



^ 
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in einer enyeloppirenden Geraden Ut einer Curve 

Die Gleichung der Tangente ist die Grenze, welcher sich die 
Gleichung der Sehne durch die Punkte Xt und x't + ^i nähert» 
wenn die ^J verschwinden, d. i. die Grenze von 



Xi X'i x^ 
X\ x% Xz 



Für verschwindende ^jc geht diese Gleichung über in 



= 0. 



X\ X.2 X^ 
Xi X^ x^ 
dx2 dxs 



= 0. 



dxi dxi 

Bezeichnet /^*^ den partiellen DiflFerentialquotienten 

'dfixxX^x^ 



dxt 



für Xjt = xf. 



so gelten für die Zeilen dieser Determinante folgende Gleichungen : 



/• / I dx2 „ / . dxz f 



dx{ 



dxi 



0, 



gi^i +92^1^2 + 93^3 = ^, 

9i^i + 92^2 + 93OC3 = ^, 



^ + ^'^^ + d^' 



0. 



Man bilde unter Benutzung von drei willkürlichen Hilfsgrössen 
die von Null verschiedene Determinante 

l fn u 

9\ 92 93 

f\ J2 /a 

und multiplicire damit die obige Tangentengleichung. SteUt man 
das Product linker Hand als eine Determinante dar, so erhält man 
unter Rücksicht auf die obigen Gleichungen: 

(ZäJi + mx% + nx3i , z/ , {x^fx + x^fz + ^3/3') 
{J.Xi + mx2 + nx3) , -^ , 



( 



dx2 , dxz\ 



H.^_4.„ 



d%7' 



0, 







= 0. 
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Diese Determinante reducirt sich auf das Product dreier Dia- 
gonalglieder; beseitigt man die beiden constanten Factoren 

so bleibt als Gleichung der Tangente an f{XiX2X^) = im 
Punkte oifki 

^ifi + ^2/2' + ÄJa/a' = 0. 

In analoger Weise verfahrt man für die Bestimmung der 
Gleichung des Tangentialpunktes der Curve (piuitt^u-s) = in 
der Geraden u|^; sie lautet: 

Uiffi + W292' + Usffs = 0. 

3. Die Curven zweiter Ordnung sind zugleich Curven 
zweiter Classe, und umgekehrt. 

Sei die Gleichung einer Curve zweiten Grades 

f'^axxxl + ^a^Xi x%-\-2 a^^ Xi Xs + 022^^2^ + ^a^f^x^Xz + a^m^l = 0, 

so erhält man die Gleichung derselben Curve in Plancoordinaten, 
wie folgt; 

Bezeichnet Ä einen noch unbestimmten Coefficienten , r den 
Abstand der Tangente vom Fixpunkte, so ist bekanntlich 

ÄrUi — //Äi = 0, Ärti2 — h'M = 0, Aruz — fzhz = 
oder 



/»l 11% /*3 

Diese drei Gleichungen sind linear nach 0?^. Fügt man die Glei- 
chung des Tangentialpunktes in Normalform, geordnet nach oji, hinzu: 

r^i + r^a' + T-x^ = 0, 

Äi «2 "'2 

SO erfordert der Verein dieser vier Gleichungen das Verschwinden 
der Determinante 



«11 «12 <*18 T- 



Ötl2 «22 0^23 T" 



«18 023 Ö33 7- 



hl 
U2 

Äs 



u^ % % 
hl Ä2 A3 

Dies ist die gesuchte homogene Gleichung zweiten Grades 
;swi8chen den Coordinaten der Tangenten &nf= 0. 



= 0. 
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Sei die Gleichung einer Carye zweiter Glasse in Plancoordinaten 

+ 2a28W2t*8 + «38^3^ = 0, 

SO erhält man ähnlich wie oben die Gleichung derselben Curve in 
homogenen Punktcoordinaten. 

Aus der Gleichung des Tangentialpunktes in der Tangente u't 

q>iUi + <P2U2 + q)sUs = 

folgt, wenn Xt die Coordinaten des Tangentialpunktes bedeuten: 

Xt 
ÄXjt = <Ptht, 9' — A r- = 0. 

Nimmt man zu den nach letzter Form gebildeten und nach den 
u' geordneten drei Gleichimgen noch die Gleichung der Tangente 
in Normalform, geordnet nach ujt, nämlich 

rxi , , rX2 , , rxs , 

Äl Ä2 «3 

SO erhält man die gewünschte Gleichung in Determinantenform: 

Xi 
«11 «12 «13 T- 

hl 
X2 

}l2 

Xs 

A3 



«12 «22 Cf23 



«13 ^28 ^33 



Xi 
h 



X2 
/I2 



Xs 

A3 







= 0. 



4. Lehrsatz: Liegt der Punkt P' nicht auf der Curve 
zweiter Ordnung/ = 0, so ist 

T =A'xi+ f^X2 + fz^ = 

die Gleichung der Polaren v.on P' in Bezug auf den Kegel- 
schnitt /=0; d.h. legt man ein geradliniges Büschel durch P 
als Centrum, so werden JP' und derjenige Punkt, in welchem ein 
Strahl die Gerade T schneidet, von den Schnittpunkten dieses Strahls 
mit dem Kegelschnitt harmonisch getrennt. 

Beweis. Sei P" ein beliebiger Punkt von T, und seien x^ die 
Coordinaten eines Punktes, in welchem JP' P' die Curve schneidet, 
so sind Ai und X2 so zu bestimmen, dass 

1) Ai + ^2= 1, 

2) Xit = Xix'i + Uxl\ 

3) f{XiX2X%) =^ 0. 
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Setzt man in 3) die Werthe für Xjt aus 2) ein und ordnet die 
Glieder nach Potenzen von A', so erhält man: 

^'»(/i'^i' +f2'x,' +/s'xs') + 2X'X"(f,'x," +/i'x2" -\-fs'ccs") 
+ A"*(/."a;." + f2"x," +fs"xs") = 0- 

Da P" auf T=0 liegt, so ist der Coefficient von 2A'A" gleich 
Null, und es bleibt demnach zur Bestimmung der l: 

Hiernach erhält man für die beiden Schnittpunkte zwei ent- 
gegengesetzt gleiche Werthe von A' : A", q. e. d. 

5. Die Formeln 

sind identisch. Genügt also ein Punkt P,- der Gleichung der Po- 
laren für Pjt, d. i. der Gleichung 

so genügt auch P^ der Gleichung der Polaren für P,: 

^'fi + ^ifi + ^Ui = 0- 

Die Polaren der Punkte einer Geraden bilden demnach ein 
Strahlenbüschel, dessen Träger der Pol der Geraden ist; die Pole 
der Strahlen eines Büschels liegen auf einer Geraden, der Polaren 
des Büschelcentrums. 

6. Die Polare jedes Punktes ist eindeutig bestimmt, 
sobald es keinen Punkt giebt, für welchen zugleich 

d. h. sobald die Discriminante der Gleichung / = von 
Null verschieden ist, 

aji ai2 ai3 

«12 flf22 0^23 ^ 0. 
Ö18 023 ^33 

Ist dieselbe gleich Nulljund sind ihre Minoren von Null ver- 
schieden , so zerfallt / = in das Product zweier nicht identischer 
linearer Factoren , der Kegelschnitt degenerirt zu zwei Geraden. 
Der Schnittpunkt derselben, für welchen // = f2 = fs = 0, hat 
jede beliebige Gerade zur Polaren. 

Sind die Minoren gleich Null, so dass also 

(hl ' 0^12 : «13 = «12 • «22 * Ö23 = «13 ' «23 • «88? 

so werden die linearen Factoren identisch; jeder Kegelschnitt dege- 
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nerirt zu einer (doppelt zu denkenden) Geraden. Jeder Punkt der- 
selben hat jede Gerade zur Polaren. 

In jedem Falle giebt es wenigstens eine Gerade, die einem 
gegebenen Punkte als Polare zugeordnet ist. 

Die Polare wird unendlich fern für den Punkt, dessen 
Coordinaten das System lösen : 

fi'-h9i = 0, 
U — ^^2 = 0, 

U - lcgz= 0, 

9\^i + 92X2 + 9zX^ = ^. 

Diesem Systeme entsprechen alle Punkte der Ebene nur dann, 
wenn 

/= (5^1 ^1 + 9200% -[- gzXzY', 

dann degenerirt der Kegelschnitt zu der unendlich entfernten Ge- 
raden. 

Dieser Fall bleibt von der folgenden Betrachtung ausgeschlossen. 
In jedem andern Falle müssen unzählige Punkte existiren, deren 
Polaren endliche Gerade sind. Diese Punkte können nicht auf einer 
Linie vertheilt liegen, sondern erfüllen Theile der Ebene conti- 
nuirlich. 

Die Polaren aller Punkte laufen parallel, sobald sich X 
und fi so bestimmen lassen, dass für willkürliche Werthe von x'k und 
x'l das System erfüllt wird : 

^/i' + f*/i" - fl-i = 0, 

A/2' + ft/a" - </ä = 0, 
i-fi + ft/s" -^8 = 0. 
Hierzu ist noth wendig und ausreichend, dass 

// /i" 91 

f2 A" 92 = 0. 

fs fs 93 

Diese Determinante lässt sich in sechs Glieder auflösen, deren 
jedes ein Product 

x[x'jI (i= 1, 2,3;k= 1, 2, 3) 
mit einer gewissen Determinante multiplicirt enthält. 

Die Coefficienten von XiX*/ verschwinden identisch. Von den 
übrigen sind die Coefficienten von icjici' und x^Xi entgegengesetzt 
gleich. Hiernach bleiben als Bedingung dafür, dass die fragliche 
Determinante unabhängig von a?i und x^ verschwindet, die Gleichungen; 
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an 


ai2 


9\ 




«12 


«22 


02 


— 0, 


«13 


023 


93 





«12 


«13 


9l 


«22 


«23 


92 


«23 


«83 


9s 



«11 «13 9l 

«12 «23 5^2 = 0, «22 «23 /72 = 0. 

«18 «33 9S 

Der Verein dieser Gleichungen Erfordert das Verschwinden der 
Determinante aus den Minoren der Discriminante, mithin das Ver- 
schwinden der Discriminante selbät. 

Die Function / zerfällt demnach in zwei reelle lineare Factoren. 

Dieselben seien M und N und mögen die Coefficienten «* und 
hjt enthalten; alsdann geht das obige System über in: 

ßM' + iiM'')hi + (XN' + iiN")ai — ^Tj = 0, 
(kM' + fiM")h + (Xir + (iN'")a2 —92 = 0, 
ßM' + iiM")hs 4- ßN' + /iJV")«8 — 9b = 0. 

Die Werthe AM' + ^M'\ AiV' + fiJV" sind constante Fac- 
toren; kürzt man sie durch m und n ab, multiplicirt die drei 
Gleichungen der Reihe nach mit XiOO^Xs und addirt, so erhält man: 

mN = — nM + (giXi + 92^2 + 9i^z)' 

Hieraus folgt (§ 2 , 8) , dass *M und JV parallel laufen. Auch 
dieser Fall, in welchem die Curve zu zwei parallelen Geraden dege- 
nerirt, werde vor der Hand von der weiteren Betrachtung ausge- 
schlossen. 

7. Jede Gerade kann als Polare mindestens eines 
Punktes betrachtet werden. 

Sei die Gleichung der Geraden 

»1^1 -\r (^2^ + «3% = 0, 

und sei h ein zu bestimmender Factor, so lösen die Coordinaten 
des gesuchten Pols das System: 

/i' — kax = 0, 
f2 — A;«9 = 0, 

fz — Ä«3 = 0, 

9\^i + 92«^2 + 9'iXi = -^• 
Dieses System liefert lauter unendliche Werthe von ici, sobald 
die Determinante desselben unabhängig von «^ verschwindet. Dies 
tritt ein, wenn die drei den ük zugehörigen Minoren von 

«i «i «3 

«11 «12 «13 9\ 
«12 <H2 «23 92 
«18 «28 Ö33 g^ 

verschwinden. 
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Dieser Fall ist, wie sich mit Hilfe der Sätze über partiale Deter- 
minanten adjungirter Systeme leicht nachweisen lässt, mit dem 
einen in 6) ausgeschlossenen identisch. 

8. Für die nach den Ausschlüssen in 6) übrig bleibenden Ge- 
bilde lässt sich immer ein Dreieck finden, das ganz im Endlichen 
liegt und dessen Seiten die Polaren der gegenüberliegenden Ecken 
sind; ein solches Dreieck heisst ein sich selbst conjugirtes 
Dreieck. 

Man wähle zu diesem Zwecke einen Punkt Pi , dessen Polare 
i7i im Endlichen liegt; auf dieser einen Punkt ^2^ so dass dessen 
Polare U^ mit 12 1 einen Punkt P3 im Endlichen gemein hat; -PiPa 
ist alsdann Polare für Pa , und Pi P2 P3 ein sich selbst conjugirtes 
Dreieck. 

Man transformire die Gleichung des Kegelschnitts auf 
ein sich selbst conjugirtes Dreieck. 

Da die Polaren der Ecken des Axendreiecks im Allgemeinen 
die Gleichungen haben: 

Polare für Äii /^ = 0, 
so ist für ein sich selbst conjugirtes Axendreieck: 

d. i. / erscheint in der Form : 

Ctl^l + «3^2^ + «3i»q^ =0. 



9. Lehrsatz: Tangirt eine Gerade T' die Curve zwei- 
ter Ordnung q> =. nicht, so ist der Punkt: 

(piUi +g?2'«*2 + 9>s'«3 = 
der Pol der Geraden T\ d. h.: die beiden, durch einen Punkt P 
von T' an 9 = gelegten Tangenten werden durch T und die 
Verbindungsgerade des Poles mjt P harmonisch getrennt. (Die Iden- 
tität zwischen den oben und den soeben definirten Begriffen von 
Pol und Polare wird später nachgewiesen.) 

Beweis. Gehe T" durch den Pol, so dass 

9^1' Wi" + Kw/ + 93' «3" = 0, 
so haben die beiden fraglichen Tangenten die Coordiuaten 

uu = i!u\ + k"u'l, A' + A" = l, 

welche nun der Gleichung 9=0 genügen müssen. Snbstituirt 
man, so lässt sich das Retultat ordneA zu 
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Hieratis folgt . 

V : v = y~^^\ 

q. e. d. 

10. Die Formeln 

sind identisch. Hieraus folgt: 

Die Pole der Geraden eines Büschels erfüllen eine Gerade, die 
Polare des Büschelcentrums; die Polaren der Punkte einer Geraden 
bilden ein Büschel, dessen Träger der Pol der Polaren ist. 

11. Der Pol einer Geraden ist eindeutig bestimmt, so- 
bald die Discriminante von 9? = nicht verschwindet, 

«11 «12 «13 

«12 «22 «28 ^ ^« 

«Ij «2s «3« 

Jedenfalls giebt es immer einen Punkt, welcher einer Geraden 
als Pol zugehört. 

Verschwindet die Discriminante und nicht zugleich alle ihre Mi- 
noren, so degenerirt die Curve zu zwei distincten Punkten. Ver- 
schwinden auch ihre sämmtlichen Minoren, so degenerirt sie zu zwei 
zusammenfallenden Punkten. Im ersten Falle hat die Verbindungs- 
gerade der beiden Punkte , im letzten jede durch den eiüen Punkt 
gelegte Gerade jeden Punkt der Ebene zum Pol. 

Der Pol einer Geraden wird unendlich fern, sobald 

q>i + q>2 + (P3 =0. 
Dies ist aber, wenn, wie immer, die Coefficienten der Gleichung 
g) = endliche Werthe haben, entweder die Gleichung eines ein- 
zelnen Punktes, des Poles der endlich fernen Geraden, oder die 
Gleichung aller möglichen Punkte. Das Letztere tritt ein,^ sobald 
zugleich 

«11 + «12 + «1! = 0, 

«12 + «22 + «23 = 0, 

«13 + «28 + «33 = 0. 

Dieser Fall mag künftig ausgeschlossen bleiben. 

12. Einem Punkte ist mindestens eine Gerade als Po- 
lare zugeordnet. Sei 

«iWi + «2M2 + «sMa = 
die Gleichung des Punktes und k ein noch zu bestimmender Factor, 
so bestimmen sich die Coordiniiten wJt der zugehörigen Polare (resp. 
Polaren) aus dem System : 
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q)i — kui = 0, 
qPa' — Äotg = 0, 
9)3' — Jfcag = 0, 

Sollen die Polaren aller Punkte nnendlich fem sein, so muss 
dem System nnabhängig von «jt durch Ut = l genügt werden ; dies 
tritt wiederum nur dann ein, wenn zugleich 

«ti + «12 + a,3 = 0; i= 1, 2, 3. 

In dem ausgeschlossenen Falle bleiben in der Gleichung qp = 
noch zwei unabhängige Gonstauten. 

Da die Discriminante verschwindet, so zerfallt fp in zwei lineare 
Factoren ; dieselben seien ^ und % . mit den Goefficienten «x- und 
ßf Alsdann gehen die Gleichungen 

«u + «i2 + a« = 
über in 

Diesem Systeme kann nur genügt werden, wenn ^ = und 
B = 0. In diesem Falle degenerirt demnach die Curve zu zwei 
unendlich entfernten Punkten. 

13. In jedem durch 11) nicht ausgeschlossenen Falle kann man 
immer ein solches ganz im Endlichen gelegenes Dreieck auffinden, 
dessen Ecken die Pole der Gegenseiten sind. Ein solches Dreieck 
heisst ein sich selbst conjugirtes Dreieck. 

Man wähle hierzu eine Gerade Ti , deren Pol Pi im Endlichen 
liegt, ferner eine Gerade T2 durch Pi , welche Ti schneidet und 
deren Pol P2 im Endlichen (auf T{) liegt; der Pol von P1P2 ist 
alsdann der Schnittpunkt P3 der Geraden T^ und 2\. PiP^P-^ ist 
demnach ein sich selbst conjugirtes Dreieck. 

Die Pole der Seiten des Axendreiecks sind im Allgemeinen: 

Pol von A2AZI (pi = 0, 
„ ^ Ä-sAi: (p2 = 0, 
„ „ Ai Aq : 93' = 0. 

Transformirt man die Gleichung der Curve auf ein sich selbst 
conjugirtes Dreieck , so muss demnach 
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d. i. die anf ein sich selbst conjngirtes Dreieck transfor- 
mirte Gleichung der Curve zweiter Classe lautet: 

14. Stellt man die Gleichungen eines Kegelschnitts, der auf 
ein sich selbst conjugirtes Dreieck für Punktcoordinaten bezogen 
ist , in Plancoordinaten dar , so erhält man (§. 4,3): 

iM. -f. fe' + itd = 0. 
Ol a^ Og 

Stellt man analog die Gleichung eines Kegelschnitts, der auf 
ein sich selbst conjugirtes Dreieck für Plancoordinaten bezogen ist, 
in Punktcoordinaten dar, so erhält man (§. 4, 3): 

«1 «2 ^3 ' 

Jedes sich selbst conjugirte Dreieck für Punktcoor- 
dinaten ist demnach ein ebensolches Dreieck für Plan- 
coordinaten und umgekehrt. 

Da man bei der Construction eines sich selbst conjugirten Drei- 
ecks in Punktcoordinaten von einem willkürlichen Punkte, und bei 
der analogen Construction für Plancoordinaten von einer beliebigen 
Geraden ausgeht, so folgt hieraus, dass ein Punkt und eine Gerade 
gleichzeitig für Punkt - und für Plancoordinaten Pol und Polare 
sind, dass demnach die für denselben Kegelschnitt in Punkt- 
und in Plancoordinaten definirten Pol und Polare sich 
auf dieselben Objecto beziehen. 

Hieraus folgt weiter, dass alle Curven zweiter Ordnung, für 
welche ein oder mehr als einCoefficient unendlich gross wird, sowie 
die Paare von Parallelen eine Gruppe bilden, welche sich mit der- 
jenigen Gruppe der Curven zweiter Classe deckt, für welche Coef- 
ficienten unendlich werden, nebst den unendlich entfernten Punkte- 
paaren. 

15. Einige besondere Formen für die Gleichung eines 
Kegelschnitts. 

Gleichung eines Kegelschnitts, der den Punkt As des Axen- 
dreiecks enthält: 

Gleichung eines Kegelschnitts, der die beiden Eckpunkte ^2 A^ 
des Axendreiecks enthält: 

b) «u^^f + 2ai^XiX2 -\- 2aizXiXs + ^a^sX^x^ = 0. 
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Gleichung eines Kegelschnitts, welcher dem Axendreieck um- 
schrieben ist: 

c) , 012X1X2 + a.2zX2Xs -\- asiX^Xi = 0. 

Gleichung eines Kegelschnitts, welcher eine Seite g^^ des Axen- 
dreiecks berührt: 

d) «11 Mi^ + 2ai2UiU2 + 2ai^UiUs + «22«*! + 2a-iz^v^ = 0. 

Gleichung eines Kegelschnitts, welcher zwei Seiten g.2 g» des 
Axendreiecks tangirt: 

e) ttiiu^ + 2U12U1U2 + 2cCi3Uiiis + 2a2iU>u^ = 0. 

Gleichung eines Kegelschnitts , welcher dem Axendreieck ein- 
geschrieben ist: 

f) «12«^! «2 + «1.3«*!% + «28«^% = 0. 

Die Gleichung eines Kegelschnitts, welcher zwei Seiten ^20^8 des 
Axendreiecks in den Schnittpunkten derselben mit der dritten Seite 
(^s und A2) berührt, ist für Punktcoordinaten zunächst von der 
Form b). 

Die Gleichungen der Tangenten in den Punkten Äs A2 sind die- 
ser Gleichung b) gemäss: 

Tangente in A3: öis^i -|- 023X3 = 0, 
Tangente in A2: 0^2X1 +■ 023^^8 = 0. 

Erstere Tangente fallt nach der Voraussetzung mit A1A3, d.i. 
mit X2 "= zusammen; folglich ist 

«18 = 0; 
die andere Tangente ist nach der Voraussetzung A1A2J hat also die 
Gleichung x^ = 0-, folglich ist auch 

ai2 = 0. 
Die gesuchte Gleichung des Kegelschnitts ist also 
g) anx^ + 2a23X2Xs = 0. 

Für jeden Punkt eines Kegelschnitts ist demnach das 
Product der Abstände von zwei Tangenten dem Quadrate 
des Abstandes von der Berührungssehne proportional. 

Die Gleichung in Plancoordinaten lasst sich für diesen Fall in 
ganz ähnlicher Weise direct ableiten. 

Die Gleichung muss, da die Gurre zwei Dreiecksseiten berührt, 
Yon der Form e) sein. 

Die Gleichungen der Berührungspunkte der tangirenden Seiten 
sind: 

Berührungspunkt auf ^^ : tti$Ui H~ ^23^ = ^> 
Berührungspunkt a,u£ g^: CC12U1 -]- ct^z^i = ^' 

Heger, Analytische Oeometrie. 4 
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Da dieselben der Yoraossetzung nach mit A^ und Az zusam- 
menfallen, so sind diese Gleichungen mit 

ti, = 0, bez. Ug = 
identisch; folglich ist 

«18 = «12 = 0. 

Die Gleichung des Kegelschnitts ist demnach 
h) «11 w* -f 2a23«2W8 = 0. 

Für jede Tangente eines Kegelschnitts ist das Pro- 
duct der Abstände von zwei Curvenpunkten dem Qua- 
drate des Abstands vom Schnittpunkte der Tangenten in 
den beiden Curyenpunkten proportional. 

16. Bestimmung eines Kegelschnitts durch vier Punkte und 
eine Tangente. 

Man beziehe den Kegelschnitt auf das von dreien der gege- 
benen Punkte gebildete Dreieck. Die Coordinaten des vierten Punkts 
in Bezug auf dieses Dreieck seien ^t, die Coordinaten der gege- 
benen Geraden Ut, 

Die Gleichung des gesuchten Kegelschnitts hat für Punktcoor- 
dinaten die Form; 

a) ' ai2XiX2 + a2sX2Xs -f- a^iX^Xi = 0; 

hieraus ergiebt sich die Gleichung für Plancoordinaten zu: 

-«5 «23031 7- -T 2031012 — •— = 0. 

Damit nun dieser Kegelschnitt den Punkt ^t enthalte und die 
Gerade u't berühre , müssen die Coefficienten die beiden Gleichungen 
erfüllen : 

«I2S1I2 + «231218 + «silsli = 0, 

«?9T7+ 2a3iai2 — .— ^0. 



' Hieraus bestimmt sich das Verhältniss «12 : «23 * Ö31 und zwar 
erhält man zwei reelle o^der kein reelles Wurzelsystem. 

Es giebt demnach zwei oder keinen Kegelschnitt, 
welcher vier gegebene Punkte enthält und eine gege- 
bene Gerade berührt. 

17. Bestimmung eines Kegelschnitts durch tftei Punkte und 
zwei Tangenten. 
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Man bezieht den Kegelschnitt auf das Dreieck der gegebenen 
Punkte. Die Coordinaten der beiden gegebenen Tangenten in Bezug 
auf dieses Dreieck seien Ut und u^. Die Gleichung Hes gesuchten 
Kegelschnitts in Punktcoordinaten sei 

so ist die Gleichung in Plancoordinaten 






Da die beiden Tangenten u'fc und u^i den Kegelschnitt berühret, 
so bestimmen sich demnach die Verhältnisse der Coefficienten aus 
den beiden Gleichungen: 

Diese Gleichungen lehren: 

Es giebt vier, zwei oder keinen Kegelschnitt, wel- 
cher drei gegebene Punkte enthält und zwei gegebene 
Gerade berührt. 

18. Bestimmung eines Kegelschnitts durch vier Tangenten 
und einen Punkt. 

Man beziehe die Gleichung des Kegelschnitts in Plancoordi- 
naten auf das von dreien der gegebenen Tangenten gebildete Dreieck. 
Die Coordinaten der vierten Tangente in Bezug auf dieses Dreieck 
seien u|^, die Coordinaten des gegebenen Punktes ^k» 

Die Gleichung des Kegelschnitts in Plancoordinaten lautet: 

a) ai2«iW2 + flf23«^«*8 + «81%«*! = 0; 

woraus sich die Gleichung für Punktcoordinaten ergiebt: 
b) '4.4 + <j^.+ <^-2«i,«^^-j^ 

flJ2 0(i\ ^3 ^ r. 

— 2 Cf23a81 7- • I «31«12T--T- = 0. 

Ä2 m ns «2 

Da der Kegelschnitt die Gerade wi berührt und den Punkt |^ 
enthält, so erfüllen «i und |i die Gleichungen a) und b): 

ttu^iW + «23 «2' W + o^UsW = 0, 

Hieraus ergiebt sich das gesuchte Verhältniss der . Coefficienten 
«12 : «13 : «81. Man findet: 

4* 
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Es giebt zwei oder keinen Kegelschnitt, welcher vier 
gegebene Gerade berührt und einen gegebenen Punkt 
enthält. 

19. Bestimmung eines Kegelschnittes durch drei Tangenten 
und zwei Punkte. 

Auf das Dreieck der drei Tangenten bezogen, lautet die Glei- 
chung des Kegelschnitts in Plancoordinaten : 

• «121*1^2 + «23tt2«3 + «31^8«*! = 0; 

mithin die Gleichung in Punktcoordinaten : 

Sind x'kQifi die Coordinaten der beiden Punkte in Bezug auf das 
gewählte Dreieck, so erhält man zur Bestimmung der Coefficienten 
«fifc die beiden Gleichungen: 

Es giebt demnach vier, zwei oder keinen Kegelschnitt, 
welcher drei gegebene Gerade berührt und zwei gegebene 
Punkte enthält. 

20. Bestimmung des Kegelschnitts, der drei gegebene Punkte 
enthält und eine gegebene Gerade in einem gegebenen Punkte be- 
rührt, sowie des Kegelschnitts, der drei gegebene Gerade und eine 
vierte Gerade in einem gegebenen Punkte berührt. 

Für den ersten Fall beziehe man den Kegelschnitt auf das 
Dreieck der drei gegebenen Punkte, so dass die Gleichung ist: 

a) ai2iXiiOC2 -h 023^^2 iCs + ötgi^PaiCi = 0. 
Sei die Gleichung der gegebenen Tangente 

b) AiXi + Ä2X2 + ÄsXs = 

* 

und lÄ die Coordinaten des auf ihr gegebenen Punktes, so erfüllen 
die an die Gleichung : 

c) ai2|il2 + «231213 + Ö31I3I1 = 0. 

Die Gleichung der inr Punkte 1^ an den Kegelschnitt gelegten Tan- 
gente ist 

d) (012I2 + «sife)«?! + («laSi + (h&tz)^ + (a23& + «siSOa^s = 0. 

Da dieselbe mit b) geometrisch identisch ist, so ergeben sich 
folgende Gleichungen, wenn h eine beliebige Zahl bezeichnet: 
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e) ehali + «aala = ^^2, 

Das System e), aus welchem sich das Verhältniss der a« bereits 
bestimmt, ist mit cj) nicht im Widerspruche. Denn multiplicirt man 
die Gleichungen e) der Beihe nach mit |i I2 Is ^^^ addirt , so er- 
hält man: 

2(ai2lil2 + «23S2& + «31I1I1) = ^(Ai^i + Ä2^2 + ^aSs). 

Da nun 1^ auf der Geraden b) liegt, so ist die rechte Seite gleich 
Null, d. h. der Kegelschnitt, der die aus e) bestimmten Coefficienten 
hat, enthält zugleich den Punkt |^. 

Da das System e) die gesuchten Coefficienten (bis auf den 
gemeinsamen Factor k) eindeutig bestimmt, so folgt: 

Es giebt stets und nur einen Kegelschnitt, welcher 
drei gegebene Punkte enthält, und eine gegebene Gerade 
in einem gegebenen Punkte berührt. 

Aehnlich verläuft die Untersuchung über den zweiten Fall. 
Man beziehe den Kegelschnitt auf das Dreieck der drei ersteren 
Tangenten. Dann ist die Gleichung 

f) ^ ai2WiW2 + OC23U2U3 + «31«*3% = 0. 

Der vierte Punkt habe die Gleichung 
g) ' ÄiUi -\r A2U2 + AsU-i = 0; 

die Coordinaten der ihn enthaltenden gegebenen Tangente seien «*i. 
Die Gleichung des Tangentialpunktes dieser Tangente ist: 

h) («12%' + «31^3') Wi + («12«4/ + «23%') «*2 

+ («23 W2' + «31%0«*3 = 0. 

Da dieselbe mit g) identisch sein soll," so ergeben sich zur Bestim- 
mung der aa die drei Gleichungen: 

«12 1^' + «31 ««3' = kAi 
i) «12 U/ + «28%' = ^A2 

«23%' + «31%' = ^^8- 

Dieselben sind nicht im Widerspruche mit der überzähligen 
Bedingung, dass t*i die Gleichung f) erfüllen soll; denn mit %'%'%' 
multiplicirt und addirt, wird die linke Seite mit f) für % = ttj 
identisch, die linke Seite mit g) für Ujt = i*i; da nun g) nach der 
Voraussetzung verschwindet, so verschwindet demnach auch 

«12 % % -!-••• 

Aus i) ergeben sich eindeutige Werthe für die Verhältnisse der 
Coefficienten. 
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Durch vier Tangenten und den Tangentialpunkt in 
einer derselben ist demnach ein Kegelschnitt eindeutig 
bestimmt. 

21. Die eben beendete Untersuchung enthält zugleich alle 
Gleichungen zur Lösung der beiden Probleme: 

Einen Kegelschnitt zu bestimmen, der drei gegebene Punkte 
enthält oder drei gegebene Gerade berührt und für welchen eine 
gegebene Gerade und ein gegebener Punkt Pol und Polare sind. 

Denn bezieht man zur Lösung des ersten Problems den Kegel- 
schnitt auf das Dreieck der gegebenen Kegelscbnittpunkte, und sind 
in Bezug auf dieses Dreieck |;t Coordinaten des vierten Punktes 
und ist 

k) ^lÄ?! + A^x^ + AzXz = 0, 

die Gleichung seiner gegebenen Polaren, so sind demnach die 
Coefficienten an der Gleichung des Kegelschnitts so zu bestimmen, 
dass die aus der Kegelschnittsgleichung folgende Polare von f* mit 
der gegebenen identisch ist, d. h. es muss 

(«12 12 + ösila)^^ + («2313 + «12|l)a?2 + («31 fl + «23|2)^3 == 

mit k) identisch sein. Hieraus folgen, mit Benutzung eines will- 
kürlichen Zahlenfactors Je, die für die Bestimmung des Verhältnisses 
der an ausreichenden Gleichungen: 

«1212 + «31 13 = ^Äi, 
1) «23^3 + «12 ll = ^Ä2, 

«31 ll + «23I = ^^8« 

Die Lösungen dieser Gleichungen sind der Form nach mit den 
Lösungen von e) identisch ; nur dass die 1* die Gleichung des Kegel- 
schnitts und die der Polaren nicht erfüllen. 

Ein Kegelschnitt ist demnach eindeutig bestimmt, 
wenn drei seiner Punkte und die Polare eines vierten 
Punktes der Ebene gegeben sind. 

Um das zweite Problem zu lösen , bilde man die Gleichung des 
Kegelschnitts in Bezug auf das Dreieck der drei gegebenen Tan- 
genten. Die vierte Gerade habe die Coordinaten tti, ihr gegebener 
Pol die Gleichung 

AiUi + A2U2 + -43% = 0. 
Diese Gleichung mu8s*mit der aus der Kegelschnittsgleichung her- 
geleiteten Gleichung des Poles von wi übereinstimmen; hieraus er- 
geben sich zur Bestimmung der Constanten Ua des Kegelschnitts die 
ausreichenden Gleichungen : 
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«128*2' + «31^3' = hAi, 

m) «13 W3' + «12«*/ = ÄJ.3, 

«Sit*/ + «28^3' = Ä^, 

der Form nach identisch mit i), nur haben die Uk eine andere Be- 
deutung für den Kegelschnitt. Sie lehren: 

Ein Kegelschnitt ist eindeutig bestimmt, wenn drei 
seiner Tangenten und der Pol einer vierten Geraden ge- 
geben sind. 

22. Durch zwei Tangenten, den Berührungspunkten 
auf denselben und noch einen Punkt, oder noch eine Ta.n- 
gente ist ein Kegelschnitt eindeutig bestimmt. 

Man. beziehe den Kegelschnitt auf das von den Tangenten und 
der Berührnngssehne gebildete Dreieck. Die Gleichung desselben 
ist alsdann: 

in Punktcoordinaten : anx'l -{- 2a^X'iXi = 0, 
in Plancoordinaten : OLnul + 2oi23^h^a = Ö. 

Sind li die Coordinaten des noch überdies gegebenen Punktes, 
bez. Ut die der gegebenen Tangente, so werden die Coefficienten der 
Gleichungen aus den beiden Gleichungen bestimmt : 

«11 ll^ + 2 »23 12 Ss = 0, 

anw/2 -f 2a22«*2'«3' == 0. 

Beide Gleichungen lehren die Richtigkeit der obigen Behauptung. 

23. Durch zwei Paar Pol und Polare und noch einen 
Punkt oder noch eine Tangente ist ein Kegelschnitt ein- 
deutig bestimmt. 

Bezieht man den Kegelschnitt auf ein Dreieck, welches den 
einen Pol und seine Polare als Ecke und Gegenseite enthält, so wird 
die Gleichung 

in Punktcoordinaten: 

a) (hl^i + Ö22a?2^ +■ 2a23a^2^:j + «33^1 =0, 

in Plancoordinaten: 

b) . «11«*]^ + «22%^ + 2CC2bU2U-3 -\- «saWg^ •= 0. 

Die Coordinaten des andern gegebenen Poles seien Xt, die Gleichung 
seiner Polaren: 

c) J.iÄ?i + AiX2 + AsXs = 0; 

die Coordinaten des überdies gegebenen Punktes seien x*i. 
Die aus a) folgende Gleichung der Polaren von P' ist 

d) anXi'xx + (022%' + »23^3')^ + («23^2' + «33^73')% = 0. 
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AuB der Identität mit c) folgt das System: 

e) «22^2' 4" 0^28^8 = 1c A2, 

Da P" auf a) gelegen ist, so erfüllen die 0^ noch die Gleichung 

f) anXi"^ + aaaaJa"* + ^azsX^^'xs" + a^^zX-^"^ = 0. 

Berechnet man On aus f) und substituirt dies in e), so erhält 
man drei lineare Gleichungen für die übrigen Coefficienten , woraus 
sich für dieselben drei mit dem gemeinsamen Factor k behaftete 
Werthe ergeben. Mit Hülfe dieser Lösungen folgt dann aus der 
ersten Substitution der Werth On, ebenfalls mit dem Factor k be- 
haftet, so dass sich das Verhältniss der Coefficienten aus dem obigen 
System eindeutig bestimmt. 

Für das zweite Problem seien die Coördinaten der gegebenen 
Polaren wi; die Gleichung ihres Poles sei 

g) AiUi + Ä2U2 + AsUs = 0; 

die Coördinaten der noch ausserdem gegebenen Tangente seien u^. 
Dann erhält man zur Bestimmung der a«^ ganz wie oben das 
System : 

aiit*i' = kAi, 
, V a22t*2' + «23^*3' = kA2, 

«23^' + «33%' = kAa, 

«llW/'^ + «22«f2"^ + 2a23«2"%" + «38«*3"^ = 0, 

aus dem sich das Verhältniss der Constanten cca eindeutig be- 
stimmt, q. e. d. 



24. Eintheilung der Gebilde zweiter Ordnung nach 
den Formen der auf ein sich selbst conjugirtes Dreieck 
bezogenen Gleichungen in Punkt- oder Plancoordinaten. 

Die Gleichung sei 

in Punktcoordinaten : ai x^ + ^^2 H" ^3 ^3 ^^ ^' 
in Plancoordinaten: (X^u^ -f- «2^3^ + «3%^ = 0. 

A. Zwei oder ein Coefficient in einer oder der andern 
Gleichung sind gleich Null: 

1. 

A. a2 = 0, 03 = 0, also 0^2 = 00, «3 = 00. 

Die Gleichung wird 

aixl == 
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in Ponktcoordinaten; für Plancoordinaten löst sie sich in die Be- 
dingungen auf: 

^2 = 0, 1*8 = 0, 
bedeutet also eine (doppelt zu denkende) Gerade. — 
B. «2 = 0, as = 0, also «2 == 00, (is = CO; 

Gleichung in Plancoordinaten: 

a, u^ = ; 
in Punktcoordinaten löst sie sich auf zu 

a?2 = 0, X3 = 0, 
bedeutet demnach einen (doppelt zu denkenden) Punkt. — 

2. 

A. «3 = 0, ai : 02 > 0, also «s = 00, «i : «2 > 0. 

Gleichung in Punktcoordinaten: OiX^ + «2^2^ = 0, 
„ „ Plancoordinaten: u^ = 0. 

Der erstem kann durch reelle Punkte nur genügt werden, wenn 

zugleich 

Xi = 0, a?2 = 0. 

Diese Gleichung bedeutet demnach einen Punkt. — 

B. «3 = 0, «1 : «2 > 0, also «3 = 00, ai : 02 >> Q. 

Gleichung in Plancoordinaten: «1^1 + <*2«*2 ^^ ^» 
„ „ Punktcoordinaten: a?! = 0. 

Der ersten Gleichung entspricht nur eine reelle Gerade, nämlich: 
«1 = 0, % = 0, d. i. Xs = 0. — 

3. 

A. «3 == 0, tti : ÜQ <C 0, also «3 = 00, «1 : «2 < Ö- 

Gleichung in Punktcoordinaten: aiX^ -\- OiX^ = 0, 

„ „ Plancoordinaten: Us = 0, «1^1^ -}- cc^u^ = 0. 

Die erstere Gleichung zerfallt in das Product zweier reellen 
linearen Factoren yon der Form 

(piXi + &2^) (&i«i — h^i) = 0. 

' Die zweiten Bedingungen lehren dasselbe, denn aus 

ginui + g^r^Ui = ^ 

•und 

«1 '^l + «2 4*2^ = 

bestimmen sich zwei reelle Werthpaare U\ und ttj, welche entgegen- 
gesetzt gleiche Verhältnisse haben. 
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Hiemach bedeutet die Gleichung in dieser Form zwei sich 
schneidende Geraden ; dieselben bilden mit den Axen o?] = 0, 0:2 = 
ein harmonisches Büschel. — 
B. «3 = 0, «i : «2 < 0, also as = 00, Oi : «2 <C 0. 

Gleichung in Plancoordinaten : «i u^ -|- a^ u^ = 0, 

„ „ Punktcüordinaten : x^^ = 0, aiX^ + a^x.] = 0. 

Die erste Gleichung zerfallt in zwei reelle Factoren: 

(ßi Ui + ß2 W2) (ßi ««1 — ft W3) = 0. 
Aus den Gleichungen 

ai x^ + a^x^ = 
und 

g^xi + g-iX^ = 2J 

bestimmen sich zwei reelle Werthpaare von Xi und a^, welche ent- 
gegengesetzt gleiche Verhältnisse haben. 

Die Gleichungen bedeuten demnach zwei auf «*i = 0, Wj, = 
(also auf 053 = 0) gelegene Punkte, welche von Ai und Ä2 harmo- 
nisch getrennt werden. 

25. B. Keiner der Coefficienten ist Null oder unend- 
lich gross. 

Die weitere Unterscheidung erfolgt in Rücksicht auf den Punkt, 
dessen Polare unendlich fern ist , und auf die Geraden, deren Pole 
unendlich fern sind. 

1. Der Pol, dessen Polare unendlich fern ist, ist selbst 
unendlich fern, sobald (11): 

W + W + 9^3' = 

die Gleichung eines unendlich fernen Punktes ist; für 

(p "=. aiu\ ■\- a^u^ + «3«*8 
reducirt sich diese Bedingung auf 

«1 + «3 + «3 = 0; 
ist 9 = in der allgemeinen Form gegeben, so liefert sie 

«11 + 2 «12 4- 2 «13 + «23 + 2 «23 + «32 = 0. 

Beide Formen zeigen an, dass y = erfüllt wird für 

ttj = t«2 = % = 1; 
die Curve wird also von der unendlich fernen Geraden tangirt. 

Für Punktcoordinaten lässt sich die angegebene Bedingung* 
ausdrücken wie folgt: 

»1 «2 «3 
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26. 2. Der Pol der nnendlich fernen Geraden — das 
Centrum der Curve — ist ein im Endlichen gelegener 
Punkt. 

Wir setzen, ohne die Allgemeinheit zu stören, voraus, dass in 
den beiden Gleichungen ein und desselben Kegelschnitts 

wo also 

die Coefficienten folgende Vorzeichen haben: 

«1 > 0, 02 > 0, a» < 0, 

also auch 

«1 > 0, «a > 0, cts < 0. 

Das Trägheitsgesetz für quadratische Formen lehrt, dass bei 
der Transformation der Gleichungen von einem sich selbst conjugir- 
ten Dreieck auf ein anderes die Anzahl der positiven Coefficienten 
unverändert bleibt. 

27. Lehrsatz. Transformirt man die Gleichungen 
einesKegelschnitts von einem sich selbst conjugirten Drei- 
eck zu einem andern, ohne dieGleichungen durch constante 
Factoren zu kürzen oder zu erweitern, so ist die Summe 
der Coefficienten in beiden Gleichungen unveränderlich. 

Beweis. Die beiden sich selbst conjugirten Dreiecke seien 
AiÄqÄs und A\ A^ Az , Die Coordinaten im neuen Systeme seien 
für Punkte X*, für Geraden CT*, im alten Systeme a;* und w^; die 
Gleichungen der Curve im neuen Systeme seien 

a^Xl + (H^l + a^Xl = 0, «i ül + «., [7| + «3 J7| = 0. 

Wendet man die in §. 3, 3 gebrauchten Bezeichnungen an, so 
erhält man als Bedingung dafür, dass A\ A^ A^ ein sich selbst con- 
jugirtes Dreieck ist, die beiden Systeme von je drei Gleichungen : 

ttittittt -f aQÜittt + Ostti^ai^ = OU*,Ä = 1, 2 oder 
^^ «1«!«* + «2«!'«* + «3 «("«?' = Oj 2, 3 oder 3, 1. 

Da die Transformationsformeln auf der rechten Seite Geraden- 
und Punktgleichungen in Normalform enthalten, so erfüllen die 
Coefficienten noch die zwei Gruppen von je drei Gleichungen: 

öj^ + 0*2^ + «s^ — 2a{a{cosys — 2a^a^cosyi — 2 a*^a[cosy2 = 1» 
■ 2) oc{ + «^ + a« = 1, 

i = 1, 2, 3. 

Die Summen der Coefficienten in den transformirten Gleichun- 
gen werden zu 
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3) und 
«1 («i' + «i« + aJ») + «s («!'» + «?» + «?») + «3 «» + fli"» + a's"«). 
Berechnet man aus der ersten Gruppe von 2) die Trinome 

a« + a^^ + a[^ 

und substituirt in die erste Formel 3), so erhält man unter Berück- 
sichtigung des ersten Systemes 1) die Constanz der Coefficienten- 
Bumme in der Gleichung des Kegelschnitts für Punktcoordinaten. 

Die zweite der Formeln 3) lässt sich in Rücksicht auf das 
zweite System 1) schreiben: 

«• («i + «i + «3)2 + «2 («l' + «2 + «?)« + «3 (aT + aT + oc^y. 
Nimmt man hierzu das zweite System "2), so erhält man die 

Constanz der Summe der Coefficienten in der Gleichung für Plan- 

coordinaten. 

28. Die Gleichung des Centrums ist (16): 

«1 Ui + «2 «2 + «3 ^3 = 0. 

Seine Coordinaten sind demnach 

«1 + «2 + «8 

Da nun der Nenner dieses Ausdrucks für alle sich selbst con- 
jugirten Dreiecke beständig bleibt, ferner auch die Zahl der posi- 
tiven (X,j^ sich nicht ändert, so zerfallen die centralen Kegelschnitte 
in zwei Gruppen : in der einen Gruppe liegt in Bezug auf alle sich 
selbst conjugirten Dreiecke das Centrum in einem der drei unbe- 
grenzten äusseren Winkelfelder des Axendreiecks ; in der andern 
Gruppe liegt er in einem der drei Felder, welche durch eine Axe 
und die Verlängerungen der beiden anderen begrenzt werden. 

Bezeichnet man mit Cjc die Coordinaten des Centrums, so lassen 
sich die Gleichungen eines Kegelschnittes demnach auf die Formen 
bringen : 

Ä«»+ii^ ^1 + ^^1 = 



und 



Ci C2 Cs 






die 80 reducirten Gleichungen gehen bei der Transformation für 
andere sich selbst conjugirte Dreiecke ohne Aufnahme von Erweite- 
rungscoefficienten in Gleichungen derselben Form in Bezug auf das 
neue System über. 
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Lässt man nun das Centram mit Äz zusammenfallen, so bleibt 
bei der ersten Gruppe das Verhältniss der (verschwindenden) Coor- 
dinaten Ci : C2 positiv; die Gleichung gewinnt demnach die Form 

a{xf + a^x.^ = 1. 

Bei der zweiten Gruppe bleibt das Verhältniss Ci : r^ negativ und 
die Gleichung erhält die Form 

a^x^ — a^x^ = 1. 

Die Kriterien in (17) und (19) bestimmen dieCurve als Parabel, 
Ellipse oder Hyperbel. 

Rückt As ins Unendliche, so geht Äi A^ durchs Centrum, wird 
Diameter. Bei der Ellipse liegt das Centrum auf derselben Seite 
von Ai und A2, bei der Hyperbel werden A\ und A.^ durchs Cen- 
trum getrennt. Im ersten Falle haben C\ und c^ entgegengesetzte, 
im letzten Falle gleiche (positive) Vorzeichen. 

Die Gleichung für Plancobrdinaten nimmt hiernach die For- 
men an: 

für EUipse: a^v^ — a^vl = 1, 

für Hyperbel: (X^vl + a^v^ = 1. 



29. Untersuchung über Asymptoten eines Kegel- 
schnitts. Man wähle ein für den Kegelschnitt sich selbst con- 
jugirtes Dreieck zum Axendreieck. Die Kegelschnittsgleichung sei: 

aiul + «21*1 + a^ul = 0. 

Soll nun eine Gerade wi Asymptote des Kegelschnitts, d. i. Tan- 
gente mit unendlich fernem Tangentialpunkte sein, so erfüllen die 
Ut die Gleichung 

a) «iWi'^ + «2^* + a3«*3'^ = 0. 

Der auf der Geraden u*t liegende Tangentialpunkt hat die Gleichung : 

«im/mi + a^UiV^ + «gMs'wa = 0. 
Die Bedingung dafür, dass dieser Punkt unendlich ist, lautet: 

h) «iw/ + «aV + «3 «'s' = 0. 

Dies ist eine zweite Gleichung der Coordinaten der Asymptote. Aus 

a) und b) wird das Verhältniss der Coordinaten bestimmt. 

Eine Curve zweiten Grades wird nun Asymptoten haben oder 
nicht, je nachdem dieses System reelle Lösungen für das Verhältniss 
der ui liefert, oder complexe. 

Um hierüber zu entscheiden, eliminire u^ aus b) und a). Man 
erhält : 
c) tti'*(a8«i + «1^ + W2'H«3 0f2 + «2) -!- 2 «lOatt/wj' = 0. 
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pie Diflcriminante dieser Gleichung ist: 

d) «i*«| — («3 + «i)(«3 +Ch)o^fh = «lOf («lOj — «3» — «lag 

O^ffa «1 «2) = «1 «2«3 («1 + «« + A3). 

Ist die Snmme der Coefficienten Ui -f- ctg 4* <^ positiv, so folgt, 
dass die Discriminante positiv oder negativ ist, je nachdem ein 
Goefficient oder zwei negativ sind. Die Hyperbel hat hiernach 
zwei reelle Asymptoten, die^Ellipse keine. 

Die Discriminante verschwindet, wenn die Snmme der Coeffi- 
cienten verschwindet. In diesem Falle wird der Bedingnngsgleichnng 
b) genagt dnrch 

«/ = tlj' = Uj' = 1. 

Da es dann nnr eine Asymptote giebt, so ist demnach diese 
unendlich ferne Gerade zugleich Asymptote. 

Die Parabel wir>i demnach von der unendlich fernen 
Geraden berührt. 



30. Die Bedingung dafür, dass zwei Dreiecke für einen und 
denselben Kegelschnitt sich selbst conjugirt sind, lässt sich wie folgt 
ausdrücken: 

Es seien x^oil^l* die Coordinaten der Ecken, Vi\u'lv!l* die der 
Seiten des einen Dreiecks in Bezug auf das andere. Der beiden 
Dreiecken zugehörige Kegelschnitt habe fär das zum Axendreieck 
gewählte Dreieck die Gleichungen: 

öl ^l + «2 a?J^ + «3 ^l = 0, 
oder 

«1 v^ + a.j tt| 4- «3 **3^ = 0. 

Dann ist nothwendig Und ausreichend, dass die Polare von o^i 
durch T^k nnd oil\ und die von oil durch oiu geht; es muss demnach 
das System gelten: 

airci'flji" + a.2X2 x^^ 4- <H^z ^z' = 0, 

flia?i'Vi" 4- «2^4" + a^x^"a^i' = 0. 
Hieraus erhält man die gesuchte Bedingung in Form einer ver- 
schwindenden Determinante : 



/-'/*." /-'/«" /-'/*." 

X\ Xi X2 X2 X2 X2 



= 0. 



iCi"icl" rr^'Va" a^sVa" 

x'/'a?/ x*i'x^' 4"ä^' 

Aehnlich ündet man die gleichwerthige Bedingung: 
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«i'«i" Vti," «a'V 

«i"ur i4j"i4" <u!i' 

ui"w'i tij"«i' wi"t*a' 



= 0. 



31. Lehrsatz: Sind zwei Dreiecke für einen Kegel- 
schnitt sich selbst conjugirt, so sind sie beide einem 
Kegelschnitte eingeschrieben und einem Kegelschnitte 
nmschrieben. 

Jeder dem Axendreieck umschriebene* oder eingeschriebene 
Kegelschnitt hat die Gleichung 

beziehentlich 

«12^1 «2 + aa3«*2«3 + «si^aWi = 0. 

Sollen oik^l^k (30) in einem solchen Kegelschnitt liegen, be- 
ziehentlich ^k^itv!\ einen solchen Kegelschnitt berühren, so muss das 
System erfüllt sein: 

OiaOJi'iCj' + O'^^ ^ + o,z\0^z Xi =0, 

auxT^i' + a^aü'xT + a3i4'V/' = 0, 
beziehentlich 

«law/V + 023^2' «3' + «siWg'wi' = 0, 

ai2ttl"W2" + «28 «2" «3" + «31 «3"!*]" = 0, 

ai2<««2" + a23«i"t4" + asit4"tt'r = 0. 

Hieraus folgt als Bedingung dafür, dass drei Punkte in einem 
um das Axendreieck beschriebenen Kegelschnitt liegen, beziehent- 
lich dafür, dass drei Gerade einen dem Axendreieck eingeschriebe- 
nen Kegelschnitt berühren, das Verschwinden der Determinante: 



Xy* x^ xj Xz x^ Xx 
X\ X^ X2 Xz Xs Xi 





< «/ 


V^l'Ui' 


u»'W 


— 0, 


«x"«," 


W'Ut" 


«s"«," 




<iij" 


uS'uS' 


«J"«l" 



= 0. 



rci"a^" a^^xü' rri'V/' 

Diese beiden Determinanten sind Glied für Glied den unter 
(21) angeführten gleich, wie sich leicht nachweisen lasst. 

32. Lehrsatz: Gruppirt man sechs Punkte eines 
Kegelschnitts zu zwei Dreiecken, so lasst sich stets ein 
und nur ein Kegelschnitt finden, für welchen beide Drei- 
ecke sich selbst conjugirt sind. Gruppirt man sechs Tan- 
genten eines Kegelschnittes zu zwei Dreiecken, so lasst 
sich stets ein und nur ein Kegelschnitt finden, für wel- 
chen beide Dreiecke sich selbst conjugirt sind. 
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Beweis: Zum Beweise des ersten Theiles beziehe man die 
drei Punkte der einen Gruppe x'tx'ix'i* auf das aus den Punkten der 
andern gebildete Dreieck; dann annulliren die x\x*lx^l^ die erste 
Determinante in (21), mithin auch die erste Determinante in (20). 

Gesetzt, es sei 

a^xl 4- a^xl 4- a^xl = 

die Gleichung des beiden Dreiecken conjugirten Kegelschnittes, so 
müssen (21) die Gleichungen erfüllt werden: 

aiXx Xi 4- 02^' V +■ «aV^s" = 0, 
aiOi'Vi" + (hx^'x'ü + (HX^'x'l' = 0, 
aiXi' Xi 4" ci2X2* Xq' 4 (h^z ^ = 0. 

Dieses System ist erfüllbar, da die Determinante verschwindet; 
aus irgend zweien der drei Gleichungen folgt dann das Verhältniss 

a\ : 0,1 : Os 

eindeutig, q. e. d. 

Ebenso erfolgt der Beweis des zweiten Theiles. 

33. Beweis des PascaPschen Satzes. 
Liegen die drei Punkte, in welchen sich die gegen- 
überliegenden Seitenpaare eines Sechsecks schneiden, in 

Fig. 9. 



einer Geraden, so ist das Sechseck einem Kegelschnitt ein- 
geschrieben (Fig. 9). 

Das Sechseck sei F\ UiP.jn^Psn^; seine Gegenseitenpaare sind 
alsdann : 

Fl Hl und n^ Pg, 
Hl Pa und P» Tis, 
P2/T2 und ilgPi. 
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Man beziehe FiP^Ps auf das Axendreieck U^II^n^; haben 
ämnPiP^Ps die Ooordinaten ici^^if,«;?', so sind die Gleichungen 
der Seiten des Sechsecks: 

(P, 77,) = a%' a^ — x^' x.^ = 0, (n^Ps) ^ x'^'x^ — x'^'xs = 0, 
(/7,P2) = xt!'x^ - x^^^x^ = 0, (P.n,) E- x'^'xi -^ X^'Xj = 0, 
{P2n2) = Xi"x-i — x-^'xx = 0, {TliP^) = Xi'x2 — x^'xi = 0. 

Es müssen sich nach der Voraussetzung des Satzes sechs Coef- 
ficienten XX\p,^\vv' so bestimmen lassen, dass 

A(P.7T,) + A'(/7,P3) ~(L{P,n,) + (i'iPsn^) 
Hieraos folgen die Gleichnngen: 
0^3' A = x^^'^i - 



= — x^'v — «j'v', 



xi'>' = x^v\ 



Aus diesen Gleichungen folgt: 

\ 

x<i 



x{ 



Dann bleiben die vier Gleichungen übrig: 



— -;r-'l + iTy A TTT-^ =0, 

X\ X\ 

x^l — rc^'V + x'l'\>! = 0, 
a-^'A + x'i'i: — %'V = 0. 

Der Verein derselben wird bedingt durch das Verschwinden 
der Determinante: 





0^ Xs 



Xi 
Xs 
X2 



I 



x'r 



x'^' 





^ ff ^ ff 
Xs X2 



a?j 
—Xs 



ff 



tt 



^fff 

— X2 







x'^' 



— X2 



II 







0. 



Man multiplicire die erste Colonne mit X\\ die dritte mit ic/', 
snbtrahire die erste Zeile von der zweiten, subtrahire hierauf die 

. xr' . . . 

mit — , multiplicirte erste Zeile von der letzten Zeile und multi- 

pHcire die nun entstandene letzte Colonne mit aJa". In der zweiten 
Colonne der resultirenden Determinante sind alle Glieder ausser dem 
ersten Null, und die Determinante verschwindet also für 

Heger, Analytische Geometrie. 5 
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Xi X^ Xi Xq Xj x^ 
Ch%' Xi'W 4"«Sf' 

a!,'a;i' Xt"xi" 4'Vi" 



= 0, 



die sechs gegebenen Punkte sind demnach in einem Kegelschnitte 
enthalten (Nr. 31). 

Der directe Pascal'sche Satz lautet: Verbindet man sechs 
Punkte eines Kegelschnitts zu einem Sechseck, so liegen 
die Durchschnittspunkte je zweier gegenüberliegenden 
Seiten auf einer Geraden. 

Nimmt man an, der directe Pascal'sche Satz gälte für 
irgend ein eingeschriebenes Sechseck nicht, so gruppire man des- 
sen Ecken zu den beiden Dreiecken und verfahre ganz wie oben. 
Dann kann der Verein der Gleichungen für AA', ftfi', vv' nicht 
bestehen, oder, da v und v' immer nach den dort bezeichneten 
Formeln gewählt werden können, so kann der Verein der vier Glei- 
chungen für A A' und fi (i' nicht bestehen, mithin kann die am Schluss 
angeführte Determinante nicht verschwinden ; das ist aber ein Wider- 
spruch gegen die Voraussetzung, dass das Sechseck einem Kegel- 
schnitte eingeschrieben sein soll. 

34. Der Beweis des Brianchon' sehen Satzes verfolgt einen 
ganz ähnlichen Gang. 

Gehen die Verbindungsgeraden je zweier Gegenecken 
eines Sechsecks durch einen Punkt, so ist das Sechseck 
ein^m Kegelschnitt umschrieben (Fig. 10). 

Fig. 10. 




Ai-^ 



:^A, 



Die auf einander folgenden Seiten des Sechsecks seien 
Dann sind die Gegeneckenpaare: 
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Till und SEsTs, 

Zi Ti und TsSEs, 

Tgla und laT,. 

Die Gleichungen dieser sechs Punkte sind: 

(T,I,) = t*8' tt« — «2' «8 = 0, (2:2 Ta) = ui"«, — tti"tt5 = 0; 
(Xi Ta) = %"«« — M2"t«a = 0, (TaSs) = i4"«*i — <tt, = 0; 
(Tjlj) = u,"«3 - fH*'ui = 0, (Ja T,) = u,'«2 — «»'wj = 0. 

Nach der Voraussetzung, dass die Yerbindungsgeraden je zweier ^ 
Gegenecken auf einer Geraden liegen, giebt es immer sechs Goeffi- 
cienten Xk' fifi' vi/, welche die Identitäten herbeiführen: 

Hieraus ergeben sich durch Gleichsetzung der mit derselben 
Coordinate multiplicii'ten Coefficienten : 

Us A =: Ms f( — Ui ^ ^= **| V , 

Aus diesen Gleichungen eliminirt man v und v* : 



•1 f' 



V 



, A. 



Die übrigen Coefficienten erfüllen nach Substitution dieser Werthe 
das System: 

W3 A — U% \3i = U, 

// 

= 0, 



<**»'a + ui"A' ~ ^ft 



«2'A +<A'-- Vft =0. 

Der Verein dieser Gleichungen bedingt das Verschwinden der 
Determinante derselben. Diese Determinante ist bis auf einen nichts 
verschwindenden Factor identisch mit 

«« ' AI ' »I ff A, f* n,*f' Aä'f 

Sä f AI f »ä ff», ff Aäfff »,fff 

U2 U^ U2 Us U2 Ks 

»I f Ml f MI ff MI ff M.fff Mlfff 

ihr Verschwinden zeigt an, dass die sechs Geraden einen Kegelschnitt 

berühren (Nr. 31). 

Hierauf gestützt beweist man leicht apagogisch die Umkehr: 
Die Verbindungsgeraden der Gegenecken jedes einem 

Kegelschnitte umschriebenen Sechsecks gehen durch einen 

Punkt. 

5* 
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Mit Hülfe dieser vier Beweise für den Pascal' sehen und 
Brianc hon 'sehen Satz gewinnt man den Nachweis der folgenden 
beiden Sätze. 

Wenn sechs Punkte sich so zu einem Sechseck anordnen lassen, 
dass die Schnittpunkte der drei Gegenseitenpaare in einer Geraden 
liegen, so besteht diese Eigisnschaft für jedes Sechseck aus den sechs 
Punkten. 

Wenn sechs Geraden sich so als Seiten eines Sechsecks ordnen 
lassen, dass die drei Verbindungsgeraden je zweiw Gegenecken sich 
in einem Punkte schneiden , so besteht diese Eigenschaft für jedes 
Sechseck aus den sechs Geraden. 

Denn wenn die beiden Voraussetzungen erfüllt* sind, so ist das 
erstere., Sechseck einem Kegelschnitt eingeschrieben, das letztere 
einem Kegelschnitt umschrieben. Da nun dann aber jedes beliebig 
angeordnete Sechseck der sechs Punkte oder der sechs Seiten einem 
Kegelschnitte eingeschrieben, bez. umschrieben ist, so kann man die 
zweiten Theile des Pascal 'sehen und des Brian chon' sehen Satzes 
anwenden, — folglich sind die obigen Folgerungen richtig. 

Sechs Punkte oder Geraden geben 2. 3. 4. 5. 6 Permutationen. 
Dabei sind alle Sechsecke geometrisch identisch, deren auf einander 
folgende Ecken verschiedene Permutationen aus demselben Cyclus 
bilden, sowie die Umkehrungen derselben. Zu jedem Cyclus gehören 
sechs Permutationen, und da jede mit ihrer Umkehrung gleichbedeu- 
tend ist, so verbleibt der zwölfte Theil von 2.3.4.5.6, d. i. 60 als 
Anzahl der verschiedenen Sechsecke. 

Die Eigenschaften der verschiedenen Geraden , in denen sich 
die Gegenseitenpaare dieser verschiedenen Sechsecke schneiden, und 
der Punkte, durch welche die Verbindungsgeraden der Gegenecken 
gehen, werden besser durch rein geometrische Schlüsse abgeleitet; 
ihre Erörterung bleibt daher hier ausgeschlossen (siehe hierüber 
z. B. Stein er' s Theorie der Kegelschnitte, herausgegeben von 
Schröter). 

Ist ein Kegelschnitt einem Dreiecke eingeschrieben, 
so gehen die Verbindungsgeraden der Berührungspunkte 
mit den den berührten Seiten gegenüberliegenden Ecken 
durch einen Punkt. 

Ist ein Kegelschnitt einem Dreiecke umschrieben, so 
liegen die Punkte, in welchen die Seiten des Dreiecks von 
den Tangenten an den Gegenecken geschnitten werden, in 
einer Geraden.^ 

Diese Sätze sind zwar leicht auf den Pascal 'sehen und den 



Bestimmung eines Kegelschnitts durch fünf Punkte. 69 

Brian chon' sehen Satz zurückzuführen; da aher ihr selhstständiger 
Beweis sich sehr leicht führen lässt, so mag derselhe nicht uner- 
wähnt bleiben. 

Man wähle das umschriebene Dreieck zum Axendreieck. Dann 
ist die Grleichung des eingeschriebenen Kegelschnitts: 

Die Gleichungen der Tangentialpunkte der Seiten sind: 

auf (7i: Pi ^ ai2M<j + «13% = 0, - 

auf ^2: -P2 ^ «I2W, + «23 «i3 = 0, 

a,uf gs; Ps ^ «i8«*i + «23^2 .= 0. , 

Die drei Gleichungen: 

Ui ^ OCiiCCiaUi + «28-?! =0, 
/Ta ^ «12 «28 "2 +■ «31^2 = 0, 

IJ-i = a23a3iW3 4* «12 -Pa = 0^ 
stellen Punkte dar , welche beziehentlich auf den Geraden Äi P\ , 
A^ P2, A3 Ps liegen. Da nun die linken Seiten derselben identisch 
sind, so liefern sie ein und denselben Punkt; es giebt 4Aher in der 
That einen Punkt, der den drei Geraden ÄiPi, A2P2, Ä^P-s gemein- 
sam ist. 

Ebenso beweist man den zweiten Satz. 



§. 6. 

Bestimniuiig eines Kegelschnitts durch fünf Funkte und 

durch fünf Tangenten. 

1. Wenn ein Dreieck für einen Kegelschnitt sich 
selbst conjugirt' und einem Viereck conjugirt ist, so lie- 
gen entweder alle Ecken des Vierecks auf dem Kegel- 
schnitt, oder keine der Ecken. \ 

Denn die Gleichung des Kegelschnitts in Bezug auf das Drei- 
eck ist alsdann von der Form 

Ui xl + 02 a?| -|- 03 a?| == 0. 

Liegt die Ecke P\ des Vierecks auf dem Kegelschnitte und sind die 
Coordinaten derselben in Bezug auf dasselbe Dreieck QHkh so ist : 

t 

Die Coordinaten x^i der drei übrigen Ecken P,- des Vierecks er- 
füllen die Propoi-tion: 

Xii : xii : xii = x^i : xii : x^i ; 
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mithin ist auch für jeden dieser Punkte 

es liegen also alle auf dem Kegelschnitte, q. e. d. 

Wenn ein Punkt des Vierecks ausserhalb des Kegelschnitts 
liegt , so kann keiner der übrigen im Kegelschnitte enthalten sein ; 
denn nimmt man an, einer derselben läge auf dem Kegelschnitte, so 
müssten nach dem obigen Beweise die anderen auch darauf liegen, 
was. der Voraussetzung widerspricht. Wenn einer der Eckpunkte 
nicht auf dem Kegelschnitte liegt, so liegt demnach keiner von ihnen 
darauf. 

2. Wenn ein Dreieck für einen Kegelschnitt sich 
selbst conjugirt und einem Vierseit conjugirt ist, so be- 
rührt der Kegelschnitt entweder alle Seiten des Vierseits, 
oder keine derselben. 

Denn wird die Gleichung des Kegelschnitts 

von den Coordinaten Ujc\ einer Seite des Vierseits erfüllt, so genügen 
ihr auch die Coordinaten %,• (i = 2, 3, 4) der drei anderen Seiten, 
da ja 



u^i 



ul 



^3? 



Wll 



«21 



W31. 



Wird eine Seite nicht berührt, so kann nicht eine der übrigen 
berührt werden; denn sonst würden nach dem eben geführten Be- 
weise alle Seiten berührt werden, was gegen die Voraussetzung ist. 

3. Ein Kegelschnitt ist durch ein Dreieck, welches 
in Bezug auf den Kegelschnitt sich selbst conjugirt ist, 
und durch zwei Punkte oder zwei Tangenten im Allgemei- 
nen eindeutig bestimmt. 

Denn sind Xki^x^^ die Coordinaten der Punkte, oder %i,t«A2 die 
der Geraden in Bezug auf das gegebene Dreieck, so ist die Gleichung 
des Kegelschnitts, welcher die beiden Punkte enthält, bezogen auf 
das sich selbst conjugirte Dreieck: 



x( 

xA 

xii 



X2 

x& 

^22 



X. 



2 
3 



X3\ 
X^2 



0. 



Der Kegelschnitt, welcher die beiden Geraden tangirt und für wel- 
chen das gegebene Dreieck sich selbst conjugirt ist, hat die Gleichung: 



«21 



u 



2 



««21 



«*3 

t«31 

1*82 



= 0. 
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Diese beiden Gleichungen werden dann und nur dann unbestimmt, 
wenn 

a?!! : ayl : Xsi = aJi| : a^ : x^2, 

bez. tti^ : 1*21 : t^si = t*i2 : M2I : 1*82, 

weil dann die beiden Determinanten identisch verschwinden. In 
diesem Falle gehören die beiden Punkte demselben dem Dreieck 
conjugirten Viereck, die beiden Tangenten demselben dem Dreieck 
conjugirten Vierseit an. 

4. Wenn zwei Vierecke demselben Dreieck conjugirt 
sind, so sind sie einem Kegelschnitt eingeschrieben. 

Wenn zwei Vierseite demselben Dreieck conjugirt 
sind, so sind sie einem Kegelschnitt umschrieben. 

Denn bestimmt man den Kegelschnitt, für welchen das den 
beiden Vierecken bez. Vierseiten conjugirte Dreieck sich selbst con- 
jugirt ist, und welcher durch eine Ecke jedes Vierecks geht, bez. 
eine Seite jedes Vierseits berührt, so enthält derselbe auch alle übri- 
gen Ecken der Vierecke, bez. berührt auch alle übrigen Seiten der 
beiden Vierseite. 

5. Das Dreieck, welches einem Viereck conjugirt ist, 
ist für jeden dem Vierecke umschriebenen Kegelschnitt 
sieh selbst conjugirt. 

Denn jede Seite des Vierecks trifft den Kegelschnitt in zwei 
Ecken des Vierecks. In jeder der beiden Seiten, die sich in einer 
beliebigen Ecke des conjugirten Dreiecks schneiden, sind der Eck- 
punkt des Dreiecks und der Schnittpunkt der diesem Eckpunkte 
gegenüberliegenden Dreiecksseite mit den beiden Vierecksseiten den 
beiden Viereckspunkten harmonisch conjugirt; folglich ist jede Seite 
des Dreiecks die Polare der gegenüberliegenden Ecke, q. e. d. 

Das Dreieck, welches einem Vierseit conjugirt ist, ist 
für jeden dem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitt sich 
selbst conjugirt. 

In jeder Dreiecksseite liegen zwei Ecken des Vierseits. Verbin- 
det man diese mit dem gegenüberliegenden Dreieckspunkte, so bil- 
den an jeder der zwei Ecken die letztere Verbindungslinie und die 
erstere Dreiecksseite mit den durch die Ecke gehenden zwei Vier- 
seitsseiten zwei harmonische Paare; folglich hat jede Dreiecksseite 
den gegenüberliegenden Eckpunkt zum Pole, q. e. d. 

6. Bestimmung der Parabeln durch vier Punkte. 
Man beziehe die vier Punkte auf das ihnen conjugirte Dreieck. 
Für die Parabel, welche die vier Punkte enthält, ist dieses Dreieck 
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sich selbst conjngii-t, also hat die Parabel in Beziig anf dies Dreieck 

eine Gleichung der Form 

a) «1 x^ + Ö2 a;| + «a ^i = 0. 

Ist diese Gleichung so bestimmt, dass ihr einer der vier gegebe- 
nen Punkte genügt, so genügen ihr auch die anderen, nach Nr. 1 ; 
man kann daher ©inen Punkt 11 von den vier gegebenen hervor- 
heben lind die anderen drei ganz ausser Betracht lassen, sobald man 
die Parabelgleichung in Bezug auf das Dreieck von der Form a) 
voraussetzt. 

Man denke sich den variabeln Punkt P der Parabel einen 
Augenblick festgehalten. Dann ist der durch Tl und P eindeutig 
bestimmte Kegelschnitt eine Parabel; die Coef&cienten der Gleichung 
dieses Kegelschnitts erfüllen demnach die für Parabeln charakteri- 
stische Gleichung. Diese Bedingungsgleichung enthält nur die Coor- 
dinaten von 11 und P. Denkt man sich P nun wieder variabel, so 
enthält diese Gleichung die Bedingung dafür, dass P mit den vier 
Punkten U auf einer Parabel liegt. Diese erwähnte Bedingungs- 
gleichung muds demnach die Gleichungen der durch die vier Punkte 
gehenden Parabeln enthalten. 

Seien, um diesen Gedanken auszuführen, jr* die laufenden Coor- 
dinaten in der Gleichung des durch 77 und P gelegten Kegelschnitts. 
Dann ist die Gleichung desselben 



K = 



Setzt man 



Yi = 



?r 


?i 


?l 


x^ 


^1 


4 


ii^ 


ii 


^i 




4 


^ 




s? 


if 



= 0. 



wobei ikl ein Cyclus von 1, 2, 3 ist, so ist auch 

Die Bedingung dafür, dass dies eine Parabel ist, lautet: 

?i + ?l + ?! _ 0, 

ri yi yz 

oder, um die Brüche zu beseitigen: 

b) 9ly'iT6 + 9lyzy\ + 9ly\n = o. 

Man sehe in dieser Gleichung die Coordinaten von P als Variabele 
an. Sie ist in Bezug auf dieselbe vom vierten Grade , enthalt aber 
nur gerade Potenzen. Betrachtet man sie als quadratische Gleichung 
von x^ic^x^j so lässt sich leicht nachweisen, dass die Discriminante 
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verschwindet, mithin die linke Seite von 6) in zwei Factoren zer- 
fallt, welche in Bezug auf x'lx,^x^ linear sind. Man erhält diese 
Factoren, indem man die Gleichung h) z. B. in Rücksicht auf die 
Unhekannte x^ auflöst. 

Die entwickelte Gleichung b) lautet, mit ( — 1) erweitert; 

Die Discriminante dieser quadratischen Grleichung für x} ist: 

- isnunsi^M - (-9nf + gm 

Dieselbe lässt sich in folgendes Product umformen: 

d) (IM - ^ix^'(3tu + 9nt + gm - 2ghnn! 

- ^ghUUl - ^ghnn!)- 

Bezeichnet man die positive Wurzel des zweiten Factors mit r und 
kürzt ab 

gUl + gm - g'iti = «. 
gH? - gHi + gm = ß, 

SO sind die Wurzeln von c) 



2gnH 



2 
3 



Die beiden Factoren von c) sind demnach: 

e) [^gnUM - (« + rUM + 0? - r)tixi\l2gl^Ulxl 

- (a - rnixl + (^ + r)!^^x^ = 0. 

Schreibt man jeden Factor in der Form ' 

Ax^ + Bx^ + Cxi = 0, 
80 sieht man mit Hülfe der Werthe von r, U und ß leicht, dass beide 
Factoren die charakteristische Eigenschaft der Parabelgleichung 
haben : 

glBG + 9lGA^-[- glAB = 0. 

Die Gleichung 

Yi =41? - xj^l 
stellt demnach die beiden Parabeln dar, welche sich im 
Allgemeinen durch die vier gegebenen Punkte TL legen 
lassen. 

Die beiden Parabeln werden imaginär, d. h. es lassen sich 
keine Parabeln durch die vier Punkte legen, wenn der zweite 
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Factor von d) negativ ist; es giebt nur eine Parabel, wenn derselbe 
yerschwindet. Dieser Factor ist identisch mit 

+ 9s^n)(—9iii + S'afe + ^als) 

Unter den vier Punkten 11 ist immer einer im Innern des 
Dreiecks gelegen, wie ans den Erörterungen über das vollständige 
Viereck hervorgeht. Dies sei der Punkt 11 (was ohne Beschränkung 
angenommen werden kann). 

Von den drei letzten Factoren kann dann höchstens einer nega- 
tiv oder Null sein, denn die Summe je zweier ist positiv. 

Aus den Formeln für die Coordinaten der Ecken eines Vierecks 
in Bezug auf das coi\jugirte Dreieck geht hervor, dass jeder der 
drei übrigen Punkte zwei positive und eine negative Coordinate hat, 
wenn die drei Differenzen 

^ — 2 gi^i 
sämmtlich positiv sind. Ist hingegen eine negative darunter 

J — 2g,^i <0, 

so hat P,- zwei negative und eine positive Coordinate, während Pk 
und Pi zwei positive und eine negative haben. 

Hat nun jeder Punkt Pi zwei positive und eine negative Coor- 
dinate, so liegt Pi auf der Geraden Aill ausserhalb des Dreiecks, 
so dass die Reihenfolge der Punkte ist: AiUPi, 

Hieraus folgt weiter, dass Ai in dem Winkel PkTIPi liegt. Da 
nun PiAi und 77 auf einer Geraden liegen und die Reihenfolge 
AiTlPi haben, so folgt, dass TI und Pi auf derselben Seite der Gera- 
den PiPk liegen. Wendet man dies für die drei Punkte PiP^Pz 
an, so findet man, dass keine der Seiten des Dreiecks P] P^ Pz zwi- 
schen n und der gegenüberliegenden Ecke hindurchgeht. Demnach 
muss n im Innern des Dreiecks Pi Pg P3 liegen. 

Man sieht leicht, dass diese Betrachtungen umkehrbar sind: 

Liegt einer von den vier gegebenenPunkten im Innern 
des von den drei anderen gebildeten Dreiecks, so sind die 
drei Differenzen 

^-2^,1,, i=l, 2, 3 

für den eingeschlossenen Punkt positiv. 

Denn ist P4 im Dreiecke P^ P3 Pa gelegen , so sind die Ecken 
Ai des conjugirten Dreiecks die Schnitte der Geraden P,- P4 mit der 
Seite PkPi des Dreiecks P1P2P3. Hieraus folgt, dass P< im posi- 

tiven Winkel AuAAi und aui°iserhalb des Dreiecks AiA^Az gelegen 
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ist; mithin sind zwei seiner Coordinaten in Bezug auf das coi^ugirte 
Dreieck positiv, eine negativ. Leitet man nun die Coordinaten von 
Pi ans denen von JP4 nach den gegebenen Formeln ab, so folgt, dass 
die Differenzen 

^ — 2giti, 

wenn 1^ die Coordinaten von P4 sind, sämmtlich positiv sind. 

Diese Umkehrong und der directe Satz beweisen, dass keiner 
von den vier Punkten im Innern des Dreiecks der drei 
anderen Punkte gelegen ist, wenn für den im Innern des 
conjugirtenDreiecks gelegenen Punkt eine derDifferenzen 

negativ ist; und umgekehrt: 

Wenn keiner der vier Punkte im Innern des Dreiecks 
der drei anderen liegt, so ist eine der Differenzen 

für den Punkt im Innern des conjugirtenDreiecks negativ. 

Ist nun aber eine dieser Differenzen negativ, so ist r^ positiv ; 
sind hingegen sämmtliche drei Differenzen positiv, so ist r' negativ. 

Hieraus folgt der Satz: 

Durch vier Punkte lassen sich zwei Parabeln legen 
oder keine, je nachdem keiner von den vier Punkten im 
Innern de^ von den drei anderen gebildeten Dreiecks liegt 
oder nicht. 

Verschwindet eine der Differenzen 

^ - 25f.fc, 

so ist Fi der unendlich ferne Punkt der Geraden Aill-j und um- 
gekehrt : 

Ist einer von den vier Punkten unendlich fern und die Rich- 
tung gegeben, in der er liegt, so gehen drei von den sechs Seiten 
des Vierecks der gegebenen Richtung parallel; für den im Innern 
des conjugirten Dreiecks gelegenen Punkt verschwindet dann eine 
der Differenzen 

^ — 2gi^i, 

Hieraus folgt: 

Durch drei endliche und einen unendlich fernen 
Punkt lässt sich immer und nur eine Parabel legen. 

7. Bestimmung der Parabel durch vier Tangenten. 

Demselben Gedankengange, wie in voriger Nummer, folgend, 
stelle man die Bedingung dafür auf, dass der Kegelschnitt, welcher 
ausser den gegebenen Geraden X Ti T2 T3 noch eine willkürliche 
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fdnfte T berolirt, eine Parabel ist. Diese Bedingangsgleichang ent- 
halt ausser den Coordinaten der gegebenen Tangenten noch die dei* 
angenommenen fünften« Denkt man sich nnn die letztere yariabel 
und ihre Coordinaten gemäss der Bedingungsgleichnng gewählt, so 
berührt diese Tangente immer eine der die vier anderen berühren- 
den Parabeln; es müssen daher die Gleichungen dieser Parabeln in 
der erwähnten Bedingungsgleichnng enthalten sein. 

Nimmt man das den vier gegebenen Geraden conjugirte Drei- 
eck zum Axendreieck, so hat der durch die fünf Tangenten X 2i Tf T-^ 
und T bestimmte Kegelschnitt eine Gleichung von der Form 

«illi + (hUi + ö^ttl = 0. 

Es genügt, die Gleichung so zu bestimmen, dass sie von den 
Coordinaten von X erfüllt wird; denn es genügen ihr dann auch die 
Coordinaten der übrigen Seiten des Vierseits X Ti T^ T3. 

Der Kegelschnitt, welcher die fünf Geraden X Ti Tf T3 berührt, 
hat demnach die Gleichung: 



0. 



Die Bedingung dafür, dass dies eine Parabel ist, lautet 

«u* - «|uD + (tt3»u« - ufuD + (u*u| - «|u*) = 0, 
oder nach den Coordinaten von T geordnet : 
f) (u| - uD«« + (uf - uD u« + (u| - u*)«| = 0. 

t 

Die CoefEcientensumme dieser Gleichung ergiebt in der That 
das Kennzeichen der Parabelgleichung: 

(«1 - uD + (u« - «D + (u| - u*) = 0. 

Hieraus folgt: 

Es giebt immer eine und nur eine Parabel, welche 
vier gegebene Gerade berührt. 

8. Bestimmung der Art des Kegelschnitts, welcher 
fünf gegebene Punkte enthält. 

Man beziehe den Kegelschnitt auf ein Dreieck , welches zu vier 
von den Punkten conjugirt ist. Die Coordinaten eines dieser vier 
Punkte in Bezug auf dieses Dreieck seien |i I2 13 ; die Coordinaten 
des fünften Punktes ^1 (2 h* Alsdann ist die Gleichung des Kegel- 
schnitts durch diese fünf Punkte : 

^1 *2 *3 
g) ^? ^1 J| = 0, 
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oder: 

h) yix^ + y2^2 + rs^s = 0, 

wenn y,- = j| |? — ^f ||, und ihl ein Cyclus von 12 3.' 

Die Coordinaten Xi X2 X3 des Mittelpunktes , deren Vorzeichen 
über die Natur des Kegelschnitts entscheiden, sind 



i) X, = 



Da nun 



Yi 72 Ys 



n = l!lf(|-D, 



SO hängt das Vorzeichen von Yi uur von dem des zweiten Factors 
ab. Da ferner die Summe dieser zweiten Factoren von Yii 72 nnd 
Ys identisch verschwindet, so folgt, dass unter demselben stets ein 
negativer und «in positiver vorhanden sind. Demnach sind unter 
den Producten 

Y2Y2, Y'öYu Yi7'2 
immer zwei negative und ein positives. 

Die Natur des Kegelschnittes, hängt demnach nur vom Vor- 
zeichen des Polynoms 

k) 9iY2Y2 + 92rsYi + ^3 71^2 

ab. Ist dasselbe positiv, so haben zwei Coordinaten des Centrums 
negative Zeichen, die dritte ist positiv; mithin ist der Kegelschnitt 
eine Ellipse. Ist hingegen das Polynom k) negativ, so sind zwei 
Coordinaten des Centrums positiv, die dritte negativ, und dann ist 
der Kegelschnitt eine Hyperbel. 

Giebt es nun unter den fünf gegebenen Punkten vier, die so 
beschaffen sind, dass einer von ihnen im Dreieck der drei anderen 
liegt, so wähle man das diesen vier Punkten conjugirte Dreieck als 
Axendreieck. Da durch diese vier Punkte keine Parabel möglich 
ist, so wird das Polynom k) für keinen Punkt der Ebene Null, kann 
daher auch nicht in zwei verschiedenen Punkten ^(TCk) verschiedene 
Vorzeichen haben» 

Da nun k) für den Punkt Äi, d. i. für ^^^ r=: 3^2 = sich auf 

- ffHUi^} 

reducirt, so ist demnach k) für alle Punkte der Ebene nega- 
tiv. Hieraus folgt: 

Wenn von vier der gegebenen Punkte einer im Drei- 
eck der drei anderen liegt, so ist durch jeden fünften 
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Punkt, wo auch immer derselbe gelegen ist, eineHyperbel 
bestimmt. 

Oder: Wenn sich durch vier Punkte keine Parabel 
legen lässt, so sind alle durch dieselben gelegten Kegel- 
schnitte Hyperbeln. 

Wenn sich unter den fönf Punkten nicht vier solche befinden, 
von denen einer im Dreiecke der drei anderen liegt, so gelten fol- 
gende Unterscheidungen: 

Liegt einer der fünf Punkte unendlich fern, so beziehe man 
den Kegelschnitt auf ein Dreieck, dessen conjugirtes Viereck den 
unendlich fernen Punkt als Eckpunkt enthält. Dann ist das Poly- 
nom k) ein negatives Quadrat, also für alle Punkte TC^ negativ; mit- 
hin ist durch je vier im Endlichen gelegene und einen 
unendlich fernen Punkt stets eine Hyperbel bestimmt. 

Ist keiner der fünf Punkte unendlich fem und keiner inner- 
halb des Dreiecks von dreien derselben, so beziehe man den Kegel- 
schnitt auf das Dreieck, welches zu irgend vier Punkten unter den 
fünf conjugirt ist, und construire die beiden durch die^ vier Punkte 
bestimmten Parabeln. 

Keine dieser Parabeln geht ins Innere des von den vier Punk- 
ten gebildeten convexen Vierecks; denn hätte eine Parabel einen 
Punkt n im Innern dieses Vierecks, so könnte derselbe nicht auf 
einer Diagonale liegen — da diese sonst drei Kegelschnittspunkte 
enthalten würde — , läge also in dem einen von drei Punkten der 
Parabel gebildeten Dreiecke; dies ist aber unmöglich. 

Die Fläche des convexen Vierecks liegt demnach im Innern 
beider Parabeln. Da nun innerhalb des convexen Vierecks immer ein 
und nur ein Eckpunkt des dem Vierecke conjugirten Dreiecks liegt, 
so befindet sich demnach dieee Ecke im Innern. beider Parabeln. 
Für dieselbe ist, wie für jede Ecke des Axendreiecks, das Polynom k) 
negativ. 

Um aus diesem Bereich in eines der vier Ebenenstücke (zwei 
einseitig offene und zwei sichelförmige) zu gelangen, welche von 
der einen Parabel aus- , Von der andern eingeschlossen werden, 
muss man die eine Parabel mindestens einmal überschreiten. Da- 
bei wechselt der eine Praetor von k) sein Zeichen, der andere nicht. 

Für alle Punkte demnach, die von der einen Parabel aus- und 
von der andern eingeschlossen sind, ist das Polynom k) positiv. 

Um hingegen aus dem erstem Bereiche zu einem von beiden 
Parabeln ausgeschlossenen Punkte zu gelangen, muss man beide 
Parabeln überschreiten; dabei wechseln beide Factoren von k) ihr 
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Zeichen, das Zeichen des Products heider, d. i. des Polynoms k), ist 
demnach unverändert negativ. 

Hieraus folgt der Satz: 

Wenn keiner der fimf Punkte innerhalh des Dreiecks von dreien 
derselben liegt, so coüstruire man die heiden dnrch vier dieser 
Punkte bestimmten Parabeln. Ist der fünfte Punkt von beiden 
Parabeln ausgeschlossen, so ist durch die fünf Punkte eine Hyperbel 
bestimmt. Ist hingegen der fünfte Punkt von einer Parabel ein-, 
von der andern ausgeschlossen, so ist durch die fünf Punkte eine 
Ellipse bestimmt. 

9. Bestimmung der Art des Kegelschnitts, welcher 
fünf gegebene Gerade berührt. ' 

Man bestimmt die Gleichung des Kegelschnitts in Bezug auf 
das zu vier von den fünf Geraden conjugirte Dreieck. Eine von 
diesen vier Geraden hat lauter positive Coordinaten ; dieselbe heisse 
T und habe die Coordinaten V\ v^ Vs, Die Coordinaten der fünften 
Geraden % seien u^. Dann ist die Gleichung des durch die fünf 
Geraden bestimmten Kegelschnitts 



= 0. 



Oder: 

1) yi< 4- Y2ui + y^ui = 0, 

wenn y,- = U?v? — w?t;|, ikl ein Cyclus von 12 3. 

Die Coordinaten des Mittelpunkts dieses Kegelschnitts sind: 



< 


«1 


«1 


«? 


«1 


«1 


h' 


fl 


^i 



7k^k 



n + 72 + n 

Der Nenner wird Null für die Tangenten der durch die ersteren 
vier Geraden bestimmten Parabel. Für die Coordinaten aller .die 
Parabel schneidenden Geraden erhält er ein und dasselbe Zeichen; 
für alle die Parabel nicht schneidenden Geraden erhält .er das ent- 
gegengesetzte Zeichen. 

Da nun, wie bei jedem Kegelschnitt so auch hier, zwei Seiten 
des sich selbst conjugirten Axendreiecks die Parabel schneiden, die 
dritte ausserhalb liegt, so werden demnach die beiden Seiten die 
Parabel schneiden, durch deren Coordinaten das Trinom 

n) yi + y2 + y» 

Werthe mit demselben Vorzeichen erhält. 

Setzt man nun nach einander die Coordinaten der drei Seiten in 
7x ■¥ 72 + y-i^ u|«;,f — ulv?^ + mIv^ — uf t;| +- uf t;| — \xlvl 
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so erhält man, wenn ßi Q^ (?3 die Seiten des Axendreiecks be- 
zeichnen : 



für Gx 



o) „ Ö2 

.1 G'A 



yi + y2 + n ^ < w — «'s ) 



yi + ^2 + ys = «1(^1 — Vi^) 
yi + y2 + y3 ^ ^4 K — «^2^- 

Man überzeugt sich leicht, dass yon diesen drei Ausdrücken o) 
derjenige ein Y.on den anderen abweichendes Zeichen hat, welcher 
die der Grösse nach mittlere von den drei Coordinäten Vjc nicht 
enthält. 

• Man denke sich nun Vx v^ v^ der Grösse nach geordnet, was un- 
beschadet der Allgemeinheit geschieht, so dass also 

«^1 > «^2 > %• 

Dann liegt demnach G^ ganz ausserhalb der Parabel, während Gi 
und 6r3 die Parabel schneiden. Da ferner , 

SO folgt, dass für die Coordinäten aller ausserhalb der Parabel lie- 
genden Geraden das Trinom 

yi + y2 + ys 

positiv ist, für alle Parabel secanten hingegen negativ. 

Hieraus folgt weiter: 

Schneidet die Gerade S die Parabel nicht und ist für dieselbe 
unter den Grössen y,- eine negative und zwei positive, so ist der 
Kegelschnitt der fiinf gegebenen Tangenten eine Hyperbel; sind 
hingegen zwei der y,- negativ, so ist durch die fünf Tangenten eine 
Ellipse bestimmt. 

Schneidet hingegen % die Parabel, so ist der Kegelschnitt der 
fünf Tangenten eine Hyperbel oder Ellipse,, je nachdem zwei von 
den y, oder nur eine y negativ ist. 

Es kommt nun noch darauf an, aus der Lage der fünften Tan- 
genten gegen die übrigen vier zu entscheiden, welche Vorzeichen 
die Yi haben. 

Zu diesem Zwecke stelle man die Gleichungen der vier ersten 
Tangenten auf und berechne die Coordinäten ihrer Schnittpunkte. 

Es sind die Coordinäten 





Wl — 


% — Us — 




von T: 


Vi 


V2 V3 




. Tu 


— kvi 


kv2 kvsy 


Ä — ^:(^- 2gxV^X 


. T,: 


kvi — 


- kvq kvKi, 


k — ^:(J^ 2g2vl\ 


» 'A: 


kvi 


kvo kv.^, 


Z; — z/:(z/ -^ 2g,v:^, 
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Demnach sind die Gleichungen dieser Geraden: 

/T, _ »1 ^ *« ^ I «'s A 

r, = ^^1 + ^a;» - ?a;3 = 0. 

/»l /»2 % 

Die Gleichung von X ist 

3: = T-i»! + T-a^ + 7-a?3 = 0. 

/»l % A3 

Aus den Gleichungen p) lassen sich die Goordinaten der 
Schnittpunkte der vier Geraden T 2i T2 T^ berechnen. Man erhält 
für die Goordinaten 



des Schnittes von 




Xi 


SCi 


a?8 


1) T 


und Ti : 




0, 


V2 — fj, 


«^2 ^ 

«3; 

t?2 — t^s 


2) T 


n 


T,: 


»8 


"» 1. 


0, 


""^ Ji- 


'*3i 
t?3 — Vi 


3) T 


n 


T,:- 


Vi 


— « *!' 

— Vi 


^2, 
Vi ■— V2 


0; 


4) Ti 


7t 


Tit 




** A 


^1 Ä 
1 '•2» 

^1 + t?2 


0; 


fl 


+ i>. *^' 


5) Ti 


» 


Tut 


«^ 


*'3 % 


0, 


^1 I. 

V3 + Vi 


6) T2 


» 


Ts: 




0, 


1 ^2» 

«^2 + «^3 


J A3. 

V2 + V3 



Diese Werthe setze man in die Gleichung von % ein ; bezeichnet 
man das Substitutionsresultat des Schnittpunktes T T^ in 2^ mit iJ^,-, 
sowie das des Schnittpunktes Tjt Ti in 3^ mit 7I;t,-; so erhält man fol- 
gende Besultate: 

^41 . ^23 = - ^2_^2 «^3 - «3«'2') = " ^2 ?!l ^^2 

*'2 — ^S ^2 *^8 

q) JT42 . JI13 = — 2_,,2 («3<^i' - »'«'3') = - zrztr^ 

t?3 — t?! V3 — t?! 

7743 .ni2=^^ ^2_^2 W^2 - «2'^') = - ^2!! ^2 - 

^1 — ^^2 . ^1 ^2 

Heger, Analytische Oeometrie. ß 
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Die Vorzeichen der y hängen gemäss diesen Formeln mit den 
Vorzeichen zusammen, welche das Polynom % erhält, wenn man die 
Coordinaten der sechs Punkte des Vierseits der vier ersten Tangen- 
ten substituirt. 

Substituirt man in die Gleichung einer Geraden die Coordina- 
ten zweier Punkte, so haben die Resultate dann und nur dann 
gleiche Zeichen, wenn die beiden Punkte auf derselben Seite der 
Geraden liegen; sie haben hingegen ungleiche Zeichen, wenn die 
beiden Punkte auf verschiedenen Seiten der Geraden liegen. Im 
erstem Falle ist das Product der beiden Substitutionsresultate posi- 
tiv, im letztern negativ. 

Bezeichnet man den Schnitt von T und T,- mit P«, den von 

Tk und Ti mit Px^, und bemerkt man ferner, dass von den DiflFe- 

renzen 

vi — vi, vi — vi, vi — vi 

nui" die letzte positiv ist, so erhält man folgende geometrische Deu- 
tung der Vorzeichen der y\ 

Ist yi > 0, ya > 0, so liegen von den vier Punkten p4i,p28, 
P48, P21 entweder je zwei auf einer Seite von %, oder alle vier auf 
derselben Seite. 

Ist yi > 0, y« <C 0, oder yi <; 0, yg > 0, so liegen drei die- 
ser Punkte auf der einen, der vierte auf der andern Seite von 3^. 

Ist yi <C ö, ya <^ 0, so liegen auf jeder Seite von % zwei der 
vier genannten Punkte. 

Ist ferner y2 > , so ist 7742 • -^la negativ , mithin liegt auf 
jeder Seite von % einer der beiden Punkte P42 und P13 ; ist hin- 
gegen ya < 0, so ist 7742 .77] 3 positiv, also liegen dann die beiden 
Punkte P42 Pi3 anf derselben Seite von %, 

Berücksichtigt man, dass unter den Grössen y^ y^ y^ immer eine 
positive und eine negative ist, so erhält man für die sechs möglichen 
Fälle der Vertheilung der Vorzeichen das Ergebniss : 

Sind zwei der y positiv, so liegt stets eine ungerade Anzahl 
der sechs Punkte auf derselben Seite von %\ sind hingegen zwei der 
y negativ, so liegt eine gerade Anzahl dieser Punkte auf derselben 
Seite von %, 

Hierdurch gewinnt nun die oben gegebene Entscheidung über 
die Natur des Kegelschnitts geometrische Anschaulichkeit ; alles hier 
Erörterte zusammenfassend, erhält man: 

Um über die Natur eines durch fünf Tangenten be- 
stimmten Kegelschnitts zu entscheiden, construire man 
die durch vier derselben bestimmte Parabel. Berührt die- 
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selbe auch die fünfte Tangente, so ist die Parabel der ge- 
suchte Kegelschnitt. 

Schneidet die fünfte Tangente diese Parabel nicht, so 
ist der Kegelschnitt eine Hyperbel oder Ellipse, je nach- 
dem eine angerade oder eine gerade Anzahl der sechs 
Schnittpunkte der vier Parabeltangenten auf derselben 
Seite der fünften Tangente liegt. 

Schneidet die fünfte Tangente die Parabel, so ist der 
Kegelschnitt eine Hyperbel oder Ellipse, je nachdem eine 
gerade oder eine ungerade Anzahl jener sechs Punkte auf 
derselben Seite der fünften Tangente liegt. 



6* 
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Homogene Coordinaten des Punktes und der Ebene. 

1. Unter den homogenen Coordinaten eines Punktes 
versteht man die Abstände Xt (Je = 1, 2, 3, 4) von den vier 
Flächen eines Tetraeders, des Axentetraeders. 

Man rechnet die Coordinaten positiv, wenn sie ins Innere des 
Tetraeders gerichtet sind, im Gegenfalle negativ. 

Bezeichnet man mit g^ den Inhalt der Tetraederfläche, zu wel- 
cher Xjc normal ist, und mit z/ das dreifache Volumen des Tetrae- 
ders, so erfüllen die Coordinaten eines Punktes die Gleichung 

2. Durch je vier mit Vorzeichen behaftete Strecken a:^, welche 
der Gleichung 2 giXi=i^ genügen (wobei A;, wie immer zukünftig, 
wenn nicht das Gegentheil bemerkt wird , 1,2,3 oder 4 bedeute), 
ist ein Punkt eindeutig bestimmt, der x^ zu Coordinaten hat. 

3. Transformation aus einem orthogonalen in ein homogenes 
System. 

Die Gleichung der Ebene g^ im orthogonalen System sei 

ajkX 4- hy + CkZ = 1. 
Der Ursprung hat den Abstand von g^: 

_ 1 

""* ~ Val + hl + cl 

Diese Wurzel werde immer positiv gerechnet. 

Durch den Punkt P' mit den Coordinaten x\ y\ s/ lege man 
eine Parallelebene zu gi\ dieselbe hat die Gleichung 
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fiatx + fihiij + fi,c;t^=l, ii = 



Demnach hat der Ursprung von dieser Ebene den Abstand 



ei =• 



4- 5^2/' + c*^' 



Va? +■ ^f + c| 

Dieser Ausdruck ist positiv für alle Punkte -P', welche auf der 
gjt zugewandten Seite der durch den Ursprung zu gjt gelegten Pa- 
rallelebene liegen, negativ für die Punkte, welche durch die Parallel- 
ebene von Qk getrennt werden. Demnach ist e* — ei der Abstand 
von P' nach ^t, und zwar mit dem positiven Vorzeichen für alle 
Punkte, welche mit dem Ursprung auf derselben Seite von ^t liegen. 

Bedeutet «* die positive oder negative Einheit, je nachdem die 
gleichbezifferte Coordinate des Ursprungs positiv oder negativ ist, 
so werden demnach die homogenen Coordinaten eines Punktes incl. 
Vorzeichen aus den orthogonalen abgeleitet durch die vier Gleichungen 



Xi = Bjc 



Val + hl + cl 



Löst man diese vier Gleichungen nach x, y, ^ auf, so lassen 
sich die liösungen als homogene lineare Functionen der Xj^ darstellen. 

Hiernach erfolgt die Transformation aus orthogonalen Systemen 
in homogene durch nicht- homogene lineare, die aus homogenen in 
orthogonale oder aus homogenen in homogene durch homogene 
lineare Substitutionen. 

4. Bezeichnet A^ die g^ gegenüberliegende Tetraederecke, hj^ 
die Höhe auf g^, Cq den Mittelpunkt, Q den Kadius der vom Te- 
traeder umschlossenen eingeschriebenen Kugel, Ck den Mittelpunkt, 
Qi den Radius der eingeschriebenen Kugel, welche g/^ von Aussen 
berührt, 8 den Schwerpunkt des Tetraeders, so sind die homogenen 
Coordinaten 
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5. Unter den homogenen Coordinaten einer Ehene 
versteht man die Quotienten u^ aus den Ahständen der 
Ebene von den vier Ecken At eines Tetraeders und dem 
Abstände von einem willkürlich gewählten Fixpunkte O. 

Man rechnet u^ positiv, wenn At und G auf derselben Seite 
der Ebene gelegen sind, im Gegenfalle negativ. 

6. Bezeichnen u^ v, w die orthogonalen Plancoordinaten der 
vfriabeln Ebene, er*, ßt, y^ die orthogonalen Coordinaten der Te- 
traederecke Ai, so sind unter Benutzung der Entwickelungen von 
3) die homogenen Plancoordinaten aus den orthogonalen abgeleitet 
durch die vier Formeln 

Löst man dieses System nach t«, v^ w^ so erhält man homogene 
lineare Functionen der Uk\ bildet man das System 

= (1 — W;t) — «*w — ßkV — YkW, 

so muss die Determinante desselben verschwinden. 

Bezeichnet r* die Coordinaten von 0, so liefert diese Deter- 
minante die Gleichung 

Sgkrtut = giTiUi + ^2^2% + gs^us + giuu^ = ^f. 

7. Je vier reelle Zahlen w*, welche der Gleichung 

Sgunut = ^ 

genügen, bestimmen eine Ebene eindeutig, deren Coor- 
dinaten sie sind. 

Denn alle Ebenen, welche dieselbe Coordinate Uk besitzen, um- 
hüllen den Punkt, der die Strecke At G im Verhältniss ( — u^) theüt, 
wenn man inneren Theilpunkten ein positives, äusseren ein nega-- 
tives Theilverhältniss zuschreibt. 

Die eindeutig bestimmte Ebene , welche AiG, A^ (7, A^ C in 
den Verhältnissen ( — %), ( — ^2)» (— %) theilt, hat %, t«2 9 ^8 zu 
auf Ai, A29 As bezogenen Coordinaten ; da nun die gegebenen u^ 
die Gleichung Sg^rkUt = ^ erfüllen, so kann ««4 von der auf A^ 
bezogenen Coordinate nicht verschieden sein, q. e. d. 

8. Die in 6) aufgestellten Transformationsformeln lehren: Die 
Transformation aus einem homogenen System von Plancoordinaten 
zu einem orthogonalen erfolgt durch nicht homogene lineare Sub- 
stitutionen; die reciproke Transformation, sowie die Transformation 
aus einem homogenen in ein anderes erfolgt durch homogene lineare 
Substitutionen. 



Die Gleichung der Ebene und des Punktes. 
9. Die Coordinaten der Tetraederflächen sind 

Ui U2 U3 % 
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§.2. 

Die Gleichung der Ebene und des Punktes. 



1. Gleichung der Ebene. Transformirt man nach §. 1 aus 
dem orthogonalen in ein homogenes System, so geht die Gleichung 
der Ebene über in eine nicht homogene, lineare Gleichung zwischen 
den homogenen Coordinaten des variabeln Punktes. Multiplicirt 
man das Absolutglied derselben mit 

so geht die Gleichung in die Form über : : 

Umgekehrt kann man jede solche Gleichung durch die reci- 
proke Substitution in eine lineare Gleichung zwischen orthogonalen 
Coordinaten verwandeln. Hieraus folgt: 

Die Gleichung einer jeden Ebene lässt sich als homogene lineare 
Gleichung zwischen den homogenen Punktcoordinaten darstellen, 
und jede homogene lineare Gleichung zwischen den homiögenen 
Punktcoordinaten repräsentirt eine Ebene, die durch die vier Con- 
stanten derselben eindeutig bestimmt ist. 

2. Die Ebene, welche die drei Punkte a?i, x'i^ x'l* enthält, hat 
zur Gleichung; 



Xi X2 Xz X4 

Xi x^ x^ x^ 
X," a?a" ^s" Xi' 



X,"'X2'"Xs'' 



x^ 



III 



= 0. 
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3. Lehrsatz: Sind zwei Zahlen A', A" so gewählt, dass 

V + r = 1, 

und setzt man die Coordinaten Xi^ eines Punktes P aus 
den Coordinaten a4 und oil zweier Punkte P und P" nach 
den vier Gleichungen zusammen 

so liegt P auf der Geraden P P' und theilt P P' im Ver- 
hältniss 

Beweis. Aus V 4- A" = 1 folgt, dass die dem Satze gemäss 
bestimmten Strecken x^ in der That die Coordinaten eines Punktes 
sind, denn sie erfüllen die Gleichung SgkXjt = ^. 

Man wähle einen beliebigen Hilfspunkt 17 mit den Coordinaten 
^jt'y die Ebene PP' IJ hat zui* Gleichung 



Xi X2 Xs Xi 
Xi X^ X'A x^ 



ti 



II 



II 



II 



= 0. 



Xi" X2 x^ x^ 
ll b2 b3 I4 

Derselben wird durch die Coordinaten von P genügt, denn 
A'a?i' -f roJi" Vx^^Tx^' A'oJs' + A"a?3" Vx^^V^x^' 



I 



I 



X X2 Xz Xi 

19 ^11 ^11 ^ II 



= 0. 



Xi' X2 Xs X4 

li I2 Is I4 

Da n willkürlich ist, so folgt hieraus, dass jede Ebene durch 
PP' zugleich Penthält; folglich liegt P auf PP'. 

Transformirt man in ein anderes homogenes System und haben 
P P'P in demselben die Coordinaten ZiXi'Xi", so ist nach §. 1, 3 

Xi; = A Xjfc 4" A X*. 

Die Ableitungscoefficienten A'A" sind demnach unabhängig von 
der Wahl des Coordinatensystems , können also nur von der gegen- 
seitigen Lage der drei Punkte abhängen. 

Transformirt man nun in ein System, welches P und P" als 
Eckpunkte enthält, und sind die von P und P" auf die Gegen- 
flächen gefällten Lothe beziehentlich hi und h^^ so sind die Coordi- 
naten von P P" P in diesem System : 

Xi X2 

für P: hl 

„ P": A3 
„ P: A'Äi A"Ä2 



X3 


X4 





0, 





0, 





0. 
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Demnach verhält sich 

JP'P: PP' i PP' = r : 1 : X\ 

q. e. d. 

Für jeden Punkt von P'P"giebt es hiernach ein und nur ein Coef- 
ficientenpaar A' und A" = 1 — A', durch welches seine Coordinaten 
aus denen von P' und P' auf die hier durchgeführte Art abgeleitet 
werden können. 

Wenn von vier Punkten P', P", P"', P^ die Coordinaten zweier 
derselben aus denen der anderen beiden durch Coefficienten A', A", 
ft', ft" abgeleitet werden nach 

x'i' = k'x', + r^', i' + i." = 1, 

x^ = (i'xl + ^"4', ft' + ft" = 1, 
und es ist 

A' : A" = — (^' : ft"), 
so bilden die vier Punkte eine harmonische Reihe, und zwar 
sind die Paare P P* und p" P^^ harmonisch conjugirt. 

4. Lehrsatz: Sind drei Zahlen A', A", A'" so gewählt, 

dass 

A' + A" + A'" = 1, 

und leitet man die Coordinaten' Xjt eines Punktes P aus 
den Coordinaten fl?i, a?i', xjf' dreier nicht in einer Geraden 
gelegenen Punkte P', P", P"' durch die -vier Gleichungen 

Xi= X'xi + A'V; + A'"aj'", 

so liegt P auf der Ebene P P* P'' und ist das Centrura 
dreier in den Punkten P^^ wirkenden Parallelkräfte von 
beziehentlich A^*^ Einheiten, wobei ein Unterschied der 
Zeichen als Unterschied der Kraftrichtung zu deuten ist. 

Beweis. Die Strecken Xj^ sind die Coordinaten eines Punktes, 
denn sie erfüllen Sg^Xt = z/. 

Der durch sie bestimmte Punkt P liegt auf PP'P'\ denn 
seine Coordinaten genügen der Gleichung dieser Ebene [2)]. 

Seien X* Xi, Xi', Xi" die Coordinaten von ppp'p" in einem 
andern homogenen Systeme , so werden , infolge der homogenen 
linearen Transformationsformeln die X^ aus den Xi, Xi', Xi" mit 
Hilfe derselben Coefficienten in derselben Weise abgeleitet, wie die 
Xjt aus den a?i, rci', Xjt*. Die drei Ableitungscoefficienten können 
demnach nur von der gegenseitigen Lage der vier Punkte abhängen. 

S«i n der Punkt, welcher 'P^P"' im Verhältniss k'" : A" theilt, 



90 Analytische Geometrie des Raumes. 

so ist 

^* — A" + A'" + r + A"' 

und 

a;, = A'4+ a" + m*. 
Mithin theilt P die Strecke P' 77 im Verhältniss (A" + A'") : A', q. e. d. 

Jeder Punkt der Ebene P P" P*' kann deinnach in dieser Art 
durch eine und nur eine Coefficientengruppe A'A"A'" abgeleitet 
werden. 

5. Lehrsatz: Wählt man vier Zahlen A', A", A'", A'^ so, 
dass 

A' + r + A'" + k" = 1, 

* 
so lassen sich die Coordinaten x^ jedes Punktes aus den 

Coordinaten x^^ x'i^ x'i\ x]^ von vier nicht in derselben 

Ebene gelegenen Punkten P', P", P", P^ durch die vier 

Formeln ableiten: 

Xu = A'a4 + A"4' + >L'"4' + ^'^x7. 

Der Bö bestimmte Punkt ist das Centrum von vier in den 
Punkten P^*^ wirkenden Parallelkräften von beziehentlich 
A(*) Einheiten. 

Beweis« Die Strecken Xjt erfüllen Sg^Xt = z/, sind also in 
der That vier Coordinaten eines Punktes. 

Construirt man den Punkt 77 nach den Formeln 

^* = X" + r' + i" ^^""'^ + ^"''^' + ^"""^^ 

so erhält man P aus P' und 77 durch 

a;, = A'4 + (A" + A'" + A^^)^,. 

Also theilt P die Strecke P' 77 im Verhältniss 

P'P:P77=(A" + A'" + r^): A', 

ist also das Centrum der Kraft A' in i^ und der in ihrem Centrum 
77 vereinten Kräfte A" in P", A'" in P", A"^ in P'\ q. e. d. 

6. Sind T' und T" die Polynomien in den Gleichun- 
gen zweier Ebenen, und fi', ft" zwei beliebige Zahlen, so 
geht die Ebene, deren Tetranom T aus T' und T" nach der 
Formel zusammengesetzt wird: 

durch die Gerade (TT''), und umgekehrt. 
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Denn jeder Punkt, welcher die beiden Polynomien T' und T" 
annullirt, erfüllt die Gleichung 

- T = 0. 

7. Sind T', T", T'" die Polynomien in den Gleichun- 
gen dreier, nicht dieselbe Gera'de enthaltenden Ebenen, 
imdft', fi", /i'" drei willkürliche Zahlen, so geht jede Ebene, 
deren Polynom T aus den gegebenen durch die Formel 
abgeleitet wird: 

durch die Ecke T T* T"\ und umgekehrt. 

- Denn der Punkt, für welchen zugleich T* T" T'** annullirt wer- 
den, erfüllt die Gleichung 

T= 0. 

Um die Umkehrangen von 6) und 7) zu beweisen, bemerke 
man zunächst, dass, wenn T' T*' T" dieselbe Gerade enthalten, für 
jede beliebige Wahl der ft doch immer nur eine Ebene erzielt wird, 
welche durch dieselbe Gerade geht. 

Nimmt man an , das Polynom T irgend einer Ebene durch die 
Gerade 2^ T", beziehentlich den Punkt T' T" T" könne nicht nach 
6), beziehentlich 7) dargestellt werden, so müsste also für jede Wahl 
von ft' fi", beziehentlich ft' ft" fi"' nur einOi Darstellung von der Form 
möglich sein: 

T = jw.' I" + ft" T" 4- B, 
beziehentlich 

wobei JR weder ein Vielfaches von I' T" T*"j noch ein Aggregat 
solcher Vielfachen bedeutet, also für T' = und T" = , bezie- 
hentlich für T' = , T" = , T"' = nicht verschwindet. Dies 
widerspricht aber der Voraussetzung , gemäss welcher T durch die 
Gerade T T", beziehentlich den Punkt T T' T" geht. 

8. Lehrsatz: Sind T T" T" T'^ die Polynomien der 
Gleichungen von vier nicht denselbenPunkt enthaltenden 
Ebenen, und ii' fi'' fi'" fi^^ vier endliche reelle Zahlen, so 
kann das Polynom jeder beliebigen Ebene durch die For- 
mel dargestellt werden: 

und umgekehrt. 
, Denn wird das System T' = 0, T" = 0, T"' = 0, 2*'' = 
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durch kein Werthsystem Xt hefriedigt, so ist die Determinante des 
Systems von Null verschieden. Ist nun 

!P«"> = a^/>Xi + afx.2 + af x^ + afx^, 

so sind die ft die Lösungen des Systems: 

dieses System giebt endliche reelle Werthe für die ft, da die Deter- 
minante desselben nicht verschwindet. 

Zum Beweis der Umkehrung genügt die Bemerkung, dass T 
eine lineare Function der a?*, also T = die Gleichung einer 
Ebene ist. 

9. Gleichung des Punktes. Transformirt man die Glei- 
chung eines Punktes in orthogonalen Plancoordinaten zu homogenen 
Plancoordinaten, so erhält man eine nicht homogene lineare Gleichung 
der Uje, Multiplicirt man das Absolutglied mit 

J ^~ ^' 

so nimmt die Gleichung des Punktes die Form an: 

Die reciproke Transformation lehrt, dass jede homogene lineare 
Gleichung zwischen den Coordinaten einer Ebene einen Punkt dar- 
stellt. 

Die Gleichung des Punktes lässt sich demnach als homogene 
lineare Gleichung zwischen den homogenen Coordinaten der den 
Punkt enthaltenden Ebenen darstellen und umgekehrt. 

10. Die Gleichung des Schnittpunktes dreier Ebenen w/wi'«i''ist 



= 0. 



11. Lehrsatz: Diejenige Ebene T, deren Coordinaten 
Uk aus den Coordinaten ul und Uk zweier Ebenen T'T' nach 
den Formeln abgeleitet werden: 

w.A'wi -f- rwjf, X' + r = 1, 

geht durch die Kante T T^^ und ihre Lage gegen 2^ und T" 

wird durch die Coefficienten A'A"eindeutig charakterisirt. 

Die Coordinaten einer jeden Ebene durch die Kante T' T" lassen 

sich aus denen von T'T" auf diese Weise einmal und nur einmal 

darstellen. » 
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Beweis. Die Ooordinaten % genügen der Grleichnng 

sind also in der That vier Coordinaten einer Ebene. 

Wählt man eine willkürliche Hilfsebene T"' mit den Ck>ordinaten 
wi", so geht T durch den Punkt T' T" T"\ denn unter den gemach- 
ten Voraussetzungen erfüllen die Uk die Gleichung dieses Punktes : 



= 0. 



Aus der Willkürlichkeit von T"' ergiebt sich, dass jeder T' und 
2*' gemeinsame Punkt zugleich der Ebene T angehört. 

Transformirt man zu einem neuen Systeme, und sind hier die 
Coordinaten von T T' T" beziehentlich üi, üi, Ui', so gelten infolge 
der homogenen Substitutionen folgende Beziehungen: 

u, = X' m + 1" Vi. 

Hieraus folgt, dass die Lage von T nicht vom Coordinaten- 
system, sondern nur von T', T" und den Coefficienten k\ A" abhängt. 

Um diese Abhängigkeit zu bestimmen, wähle man ein Axen- 
tetraeder, in welchem gi auf T', ^2 anf T" fallt und G positive 
Coordinaten hat. 

Sind r, fi, r2 die Abstände des Fixpunktes von beziehentlich 
r, T', T", so sind im neuen System die Coordinaten 

tll U2 U'd % 

für T': — 0, 



n 



^2 



„ T": 0-^0 0, 

„ T:^ Ä 0. 

ri ^2 

Sind A' und A" beide positiv, so werden demnach die dem Fix- 
punkte zugekehrten (d. i. positiven) Seiten der Ebenen T T* durch 
T nicht getrennt; ist A' > 1, A" < 0, so geht T zwischen C und 
T hindurch; ist A' < 0, A" > 1, so geht T zwischen C und T" 
hindurch. 

In jedem Falle gilt zunächst ohne Rücksicht auf das Vorzeichen, . 

wenn mit % die Coordinaten von T bezeichnet werden 

A" 
sin T'T : sinT'T^' = ruQ : h = — ' 1, 

*"2 
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sin rr' : sin TT' = hi : nui = 1 : - 

oder . ^ „, .„,„,» ^" ^' 

sinT^T : sin TT'' = — : — 

»-2 ri 

Bezeichnet man den Winkel, welchen die positiven Seiten 
zweier Ebenen einschliessen, als den inneren, sein Sapplement als 
den äusseren Winkel, und bezieht man ein positives Verhältniss auf 
eine Theilung des inneren, ein negatives auf eine Theilung des 
äusseren Winkels, so gilt nun einschliesslich des Vorzeichens der Satz : 

Die Ebene Ttheilt den Winkel TT" im Sinusverhält- 

niss — 1 — : — 1, d. 1. so, dass 

r2 rj 
Wenn von vier Ebenen T' T" T"' T""" die Coordinaten zweier der- 
selben aus denen der anderen beiden nach den Formeln abgeleitet 
werden: C = A'W + ^"4', A' + A" = 1, 

uV = li'ui + ii"u'jl, ^' + ^"=1, 
und es ist 



d. L: 



n>2 "" \rr rg/ 



so bilden die vier Ebenen ein harmonisches Büschel, und 'zwar 
sind die Paare T' T" und T"' T'"" harmonisch conjugirt. 

12. Lehrsatz: Sind Ut Ut u'" die Coordinaten dreier 
nicht dieselbe Gerade enthaltenden Ebenen T' T" T'" und 
leitet man hieraus u^ durch die Formeln ab: 

so sind Wjfc die Coordinaten einer den Punkt T' T" T'" ent- 
haltenden Ebene. Die Coordinaten jeder Ebene durch 
T' T" T"' lassen sich auf diese Weise und nur durch ein 
System der Coefficienten A zusammensetzen. 

Beweis: Die «** genügen der Gleichung ^gtrtUi = ^ , sind 
also die Coordinaten einer Ebene. Dieselbe enthält den Punkt 
rjTf rjTff jy'ff ^ denn il^re Coordinaten annulliren die [z.B. in Determi- 
nantenform nach 10) dargestellte] Gleichung des Punktes T* T*' T'\ 

Um den letzten Theil des Satzes zu beweisen, lege man die 
Ebene Z durch die Kanten T' T und T" T'" ; sie habe den Abstand 
r von G und die Coordinaten Ujg, Alsdann kann man die Zahlen 
A'/aA"A"' immer und eindeutig so bestimmen, dass 



Die Gleichung der Ebene und des Punktes. 95 

a) sin rT: sin TZ =— ^: -, A' + u = 1, 

r fi 

b) sin r'% : sin ST"' =— — : ~, A" + >t'" = fi^ 

Tz r2 
Nach a) ist 

nach b); 






also ist 

«e*=r A'ttl + A"«i2 + A'"wi", 
q. e. d. 

13. Lehrsatz; Sind Miw'jfcWi"i«7die Coordinaten von vier 
nicht denselben Punkt enthaltenden Ebenen T' T' T'" T^, 
so lassen sich dieCoordinaten u^ einer jedenEbene Tdurch 
die Formeln und nur durch ein System der A darstellen: 

ut = A'wi + A"wi' + r'tti" + A'^^r, A' + r + A'" + A'^ = 1. 

Beweis. Da 2 gjtrjtUt = ^ erfüllt ist, so liefern die For- 
meln in der That die Coordinaten einer Ebene. 

Man construire X durch die Kante T' Tund den Punkt T" T"' T^\ 
femer V durch T"% und T"' T'""; SS' haben die Coordinaten VikU'i 
und die Abstände r und ti von C, 

Man kann nun fift'A'A"A"'A'^ immer und eindeutig so bestim- 
men, dass. zugleich 

a) sin rT:sinTZ=—^: -, A' + « = 1, 

X Vi "^ 

b) sin T"S : swSS' = — ^ : — , A" + /ti' = ^, 

1IV 1^// 

c) si7iT"'S':smST'^ =- — : — , A'" + A'" == ^'. 

r4 r2 



und 



Alsdann ist 

A' + A" + A'" + A"^ = 1 

nach &): Ut =z A'wi -|- ftu*, 
„ b):U, = ^(A"ti',' + ^'ui), 



also 
q. e. d. 



r 

ut = l'ui + X"u'i; + A"'Mi" + k"uV, 
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14. Lehrsatz: Sind P'P" die linken Seiten der Glei- 
chungen zweier PunkteP'P", und bildet man mit den Z^ah- 
len ^'^" das Binom 

so liegt der Punkt P = auf der Geraden P P\ 

Denn alle Ebenen, deren Coordinaten P und P" annuUiren, 
erfüllen auch P = 0. 

15. Lehrsatz: Sind P P* P" die linken Seiten der 
Gleichungen dreier nicht in derselben Geraden gelegenen 
Punkte und bildet man das Trinom 

P = li!P -^ yJ'P' + ft^'P"', 

so ist P = die Gleichung eines Punktes der Ebene 
PP'P". 

Denn die Coordinaten dieser Ebene erfüllen zugleich 

P' = 0, P" = 0, P"' = 0, also auch P = 0. 

16. Lehrsatz: Die linke Seite der Gleichung jedes 
Punktes der Geraden P P' lässt sich in der in 14), die 
Gleichung jedes Punktes der Ebene p p' p'^ in der in 15) 
angegebenen Weise ableiten. 

Der Beweis erfolgt ganz analog dem in 7) für Ebenengleichun- 
gen gegebenen. 

17. Lehrsatz: Sind p p' p'^ p"" die linken Seiten der 
Gleichungen von vier nicht in derselben Ebene enthal- 
tenen Punkten, so lassen sich für jeden Punkt P im Baume 
vier Zahlen fi.' ft" ft'" ft'"^ so finden, dass 

P = ii'P + li^'P' + ii'^'P^' + /t'^P^. 

Beweis. Soll diese Darstellung möglich sein, so müssen die 
ft das System von vier linearen Gleichungen erfüllen: 

Dieses System liefert endliche eindeutige Werthe für ft, da die 
Determinante desselben nicht verschwindet. 

18. Es giebt bei dieser Coordinatenbestimmung eine 
und nur eine Ebene, deren Punkte sämmtlich unendlich 
fern sind. 

Die Coordinaten dieser unendlich fernen Ebene T^ 
sind 

Ui = tt^ = Ui = U4 = 1. 

Um die Gleichung von Tq^ zu bestimmen, benutze man den Umstand, 
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dass die unendlich ferne Ebene mit je zwei willkürlichen Ebenen 
einen unendlich fernen Schnittpunkt liefert. Sind T' = 0, T" = 
die Gleichungen zweier willkürlichen Ebenen, und ist 

T^ = AxXx + A^x^i + AzX^ + A^X4^ = 0, 
so muss also das System 

A\ Xi -{- A^ X2 + As X'^ + ^4 0?^= 0, 
ai' Xi + a2 x^ +03'^+ C'A^^ = 0, 
a/'iCi 4- a2'x<t 4- 0,3 '^3 + Ö4"a?4 = 0, 
Qi ^1 + 92 ^2 + 93 ^3 + 94 ^i = '^ 
lauter unendliche Auflösungen liefern; folglich muss die Determi- 
nante dieses Systems verschwinden. Bei der Willkürlichkeit von ai 
und ük ist dies nur dann möglich, wenn 

Ai : A2 : A3 : A4 = g^ : g^ .- g^ : g^. 

Die Gleichung der unendlich fernen Ebene ist demnach: 
T„ = giXi 4- g^x^ 4- g^x^ 4- 9a00a = 0. 

19. Sind die Ebenen T = 0, T' = parallel, so unterschei- 
den sich ihre in geeigneter Weise erweiterten linken Seiten nur 
durch ein Vielfaches von T^\ denn es geht alsdann T durch den 
Schnitt T' T^, also lässt sich T unter der Form darstellen: 

T = fi'T' .+ fi" T„, 
q. e. d. 

Enthält überdies T einen gegebenen Punkt «i, so ist 

— ^' : ^" = ^ : ai'xi' 4- (^2^2 + (^3^6 4- €14^^X4, 
Die Bedingung dafür, dass drei Ebenen T' T"T'" derselben 
Geraden parallel sind, ist das Verschwinden der Determinante 
des Systems 

r = 0, T" == 0, T'" = 0, T^ = 0, 
d. i.; 

üi fla' 03' a/ 

= 0. 

9i 92 93 94 

20. Gleichung eines unendlich fernen Punktes. Sei 

P ^ «1«! 4- «2^2 + «3W3 4" «4«*4 = 

die Gleichung eines unendlich fernen Punktes, so muss derselben 
durch die Coordinaten der unendlich fernen Ebene, nämlich durch 

Wj = t^ =r i*g = W4 = 1 

genügt werden. Hieraus folgt die Bedingung 

«1 4- «2 4" «8 + «4 = 0« 
Heger, Analytische Geometrie. 7 
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21. Da 68 bei dieser Coordinatenbestimmung nur eine un- 
endlich feme'^Ebene giebt, die durch eine Gleichung nnd durch 
eine Goordinatengruppe eindeutig bestimmt ist, nämlich durch 
die Gleichung 

T„ = giXi + 92X2 + gsXi .+ QiX^ = 
und durch die Coordinaten 

Wl = % = «8 = «*4 = 1> 

80 folgt, dass man hier alle unendlich fernen Punkte in einer 
Ebene liegend anzunehmen hat. 

§.3. 
Vermischte Aufgaben über Funkt und Ebene. 

1. Bestimmung der Coordinaten einer Ebene T aus 
der. Gleichung T = der Ebene. 

Sei (T) der Werth, den T erlangt, wenn man die Coordinaten 
eines nicht in T enthaltenen Punktes hineinsetzt. Dieser Werth 
ändert sich beim Uebergange zu einem andern Systeme nicht. Werde 
nun beim Uebergang in ein System , welches T als Tetraederfläche 
mit enthält, die Gleichung von T -transformirt zu 

T= Axi = 0, 

so folgt, wenn f den Abstand eines Punktes P' von T bedeutet: 

a) Ä^ = aiÄJi' -|- 02X2 + <»3^' + (^4X4. 

Dabei fallt | für alle Punkte auf der einen Seite von T positiv, 
für die jenseitigen negativ aus. 

Wendet man a) auf die Ecken des ursprünglichen Coordinaten- 
tetraeders und den Fixpunkt an, so erhält man 

Artii = OiÄi, 

ÄrU2 = flt3Ä2, 

Aru^ = oshi 
ArUi = 04^4, 
Ar = oifi + a2r2 + (hr^ + a4r4; 

hieraus folgen die Coordinaten der Ebene 

T ^ OlX^ + 02^2 + (hXs + <^iXi = 
zu 



Uk = 



«in + (h^i + «8^3 + a^U 
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2. Bestimmung der Entfernung eines Punktes P' von 
einer Ebene T aus den Coordinaten xl des Punktes und 
der Gleichung 

T ^ Ol i»i -f a.. iTj 4- «3 ^8 + «4 «4 = 
der Ebene. 

Zu dieser Rechnung benutzt man die Plücker'schen homo. 
genen Coordinaten der Ebene. Dieselben sind die Abstände \Xk 
der Ebene von den Tetraederecken; ihre Vorzeichen werden so be- 
stimmt, wie die der hier verwendeten Plancoordinaten. Die Ui^ wer- 
den demnach aus den orthogonalen Coordinaten durch die vier For- 
meln abgeleitet: 

u* = / • 

Vw2 4_ t;2 + K72 

Bezeichnet ya den von gi und g^ eingeschlossenen Tetraeder- 
winkel, so folgt aus diesem System die Gleichung, welche die vier 
P lücker' sehen Coordinaten jeder Ebene erfallen, zu 

«M + ^92 + »3^3 + "4V4 — 2UiU2(7i^2Cösyi2 
— ^viiVifigigsCosYis — 2uiU4 5fi^4Cösyi4 — ^Vi^Vizg^gzCo^Vz^ 

— 2U2U4^25'4COSy24 -- 2 U3U4 5^3 5^4 cos 784 = ^'- . 

Da rw^ = u*, so folgt aus 1): 

u* = athk : A, 

Setzt man diese Werthe in die Gleichung der u« ein, so liefert 
dieselbe : 

O'i + «2* + <»8 + Ö4 — ^ai(hC0SYi2 — ^aiazcosyu 

— 2 üia^cosyi^ — 2 0^20^3008^23 — 2a2a^cosy^4^ 

— 2aza^co8yu = ^^' 

Man wähle für A die positive oder negative Wurzel, je nachdem 

a,ri 4- ttgra + a^^n + «4*'4 ^ 0; 
alsdann ist 

j. öi^i' + (h^2 4" 0^8 ^3' ■+" 04^4' 

1= _ 

der Abstand des Punktes P* von T; er wird positiv für alle Punkte, 
welche mit G auf derselben Seite von T liegen; im Gegenfalle 
negativ. 

Erweitert man die Gleichung einer Ebene mit — , so geht die- 
selbe in eine neue Form über: ' 

aiXi. + 0^X2 -f OzXz + »4^4 = 0, 



7* 
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in welcher A = 1 ist. Diese Form mag als Normalform der 
Gleichung der Ehene hezeichnet werden. 

Ist demnach T = die Normalform der Gleichung der Ebene 
T, so ist der Abstand des Punktes P' von T: 

I = aiic/ + 0^X2' + 03^3' + «4^/. 

3. Transformationsgleichungen zuin üebergange aus 
einemSystem homogener Punktcoordinaten ip ein anderes. 

Seien T' = , T" = , T'" = , r^" = die Glei- 
chungen der neuen Coordinatenebenen in Normalform; sei femer 
«i = i 1 , je nachdem die Coordinate r* von C im neuen System 
^ ist, so erhält man (einschliesslich der Vorzeichen) die Transfor- 
mationsformeln als die Lösungen des Systems: 

^1 = f 1 («/ a?! + (h' ^2 + 03' Xs + aj a?4), 

■f, = e^iai^'xi + 02"% + as"xs + a^^^x^), 

Ig = £3 (ai" Xi + a$i" X, 4- aa" x^ + al" X4), 

I4 = «4 («r a^i + «r a^a + a^ iCs + a^ x^). 

4. Bestimmung der Coordinaten eines Punktes aus 
der Gleichung P = desselben. 

Setzt man in P = die Coordinaten einer nicht durch P 
gehenden Ebene T ein, so erhält das Polynom P einen von Null 
verschiedenen Werth. Transformirt man in ein anderes homogenes 
System, so bleibt der Werth unverändert, sobald man in die trans- 
formirte Gleichung des Punktes P die transformirten Coordinaten 
der Ebene T' setzt. 

Wählt man nun P als Tetraedereckpunkt (Ai) im neuen System, 
und hat T' den Abstand | von P und r' von 0, so ist die Gleichimg 
von P im neuen System 

Aui = 0. 
Demnach ist 

A^ = ai«h' + «2W2' + (h^z + cc^^i' 

Wendet man diese Formel auf die vier Tetraederebenen an, so 
erhält man die vier Formeln 

Xi Hp 

, A — = a* — oder Axt = a^tÄ*. 

Setzt man die hieraus resultirenden Xk in die Gleichung 

^9kXk = ^, 
so erhält man 

^ = «1 + «2 + % + «4, 
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Mithin sind die Coordinaten des Punktes P: 



Xk = 



«1 + «2 + «3 + «4 



5. Bestimmung des Abstandes eines Punktes P von 
einer Ebene T' aus der Gleichung P = des Punktes und 
den Coordinaten u]t der Ebene. 

Die Entwickelungen in 4) liefern diese Entfernung | zu 



./ 



I = ^i^j_^_L^ («1^/ 4- a2«*2' + «3%' + a4«*4). ' 

«1 + «2 + «3 + «4 

Um r aus den homogenen Coordinaten zu bestimmen, be- 
nutze man 

und die Gleichung zwischen den P lücker 'sehen Coordinaten einer 
Ebene. Man erhält: 

I '^l9l + V'IqI + '^IqI + '^191 — ^^1^29192 cosyu | 
r^==^^:l-—2uitisgigsCosyis—2uiU^gigiCosyu^2u2Usg29-6Cosy23r 
\—2u2U^g2 gi cos ^24 cos 724 — 2 W3 «*4 5^3 04 COS y^ J 

Man nimmt für r die positive Wurzel der rechten Seite dieser 
Gleichung. 

Wendet man diese allgemeine Formel zur Berechnung des r' 
aus ui an, so erhält man ^ vollständig durch Ut ausgedrückt. 

6. Normalform der Gleichung eines Punktes. Es er- 
scheint zweckmässig, die Gleichung eines Punktes mit • 

1 

«1 -K «2 + «3 + «4 

zu erweitern. Die resultirende Gleichung heisse die Normal form 
der Gleichung des Punktes. 
Ist demnach 

P ^ OCiUi + «2% + «3% + «4^4 = 

die Gleichung von P in Normalform, so ist 

«1 + «2 + «3 + «4 = 1. 

Die Normalform einer in beliebig erweiterter Form gegebenen 
Gleichung eines Punktes lautet: 

1*1 H j j ; ti^ H i j i Us 



ai + a2 + a34-a4 aiH-a2 + «3 + «4 ai + a2 + «3 + «4 

, «4 ^ 
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Ist P = die Gleichung von P in Normalfonn, so sind die 
Goordinaten von P: 

Xk = a*Ä*. 

7. Transformationsgleichungen zum Uehergange aus 
einem homogenen System in ein anderes. 

Es seien die Gleichungen der Eckpunkte des neuen Systems in 
Normalform gegeben, und zwar habe der neue Eckpunkt Ät die 
Gleichung 

«<*) t*i -f a<*> W2 + a<*) Us 4- «i*^ «4 = 0. 

Sind Ui die Plancoordinaten im neuen System, so sind die 
Transformationsformeln die Lösungen des linearen Systems: 

üi = «/ Ui + Og' % + «a' «*3 + «4' «*4» 

U4 = aY fii + «^«2 + «r^s + art*4. 

8. Ist 

ff l Xi + «2 Ä?2 + Öf3 iCa + «4 ^4 = 

die Gleichung einer Ebene in Normalform, und sind u* die Plücker'- 
schen Goordinaten derselben, so ist nach 1) 

VLi = athjt, also a* = -r^ , 

mithin geht die Normalform der Gleichung der Ebene über in 

— Xx + —X2 + T-«8 + T-«*4 = 0. 
/»l riri «3 A4 

Ist 

«1 Wi + «2 «^2 + «3 W« + «4 «4 == 

die Normalform der Gleichung eines Punktes, und sind x^ dessen 
Goordinaten, so ist nach 6): 

xt = a^ht, also a* = -^; 

die Gleichung des Punktes in Normalform lässt sich also auch 
schreiben : 

9. Berechnung des Volumen, der Flächen und der 
Höhen eines Tetraeders aus den Goordinaten der Eck- 
punkte. 

Unter der Determinante des Tetraeders F^ F" P'^' F^ 
werde verstanden 
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TI>(P'P"P'"P''') = 



Es ist 

TB {F'P" P'" P'J) = + TD (P<^ p(*) p(0 p(m))^ 
je nachdem der Perimeter p(*)p(')p("») nach der Reihenfolge der 
Bezeichnung von P^*^ aus gesehen in derselben oder der ent- 
gegengesetzten Richtung durchlaufen wird, als der Perimeter 
p//p//.piv ^^^ p, ^^g gesehen*). 

Lehrsatz: Die Tetraederdeterminante TI){P P' P" P'^) 
hat dann und nur dann ein positives oder negatives Vor- 
zeichen, wenn das Tetraeder jp'p"p'"p^^ mit dem Axen- 
tetraeder-4| -42-^3^4 gleichen oder beziehentlich entgegen- 
gesetzten Sinnes ist, d. i. wenn die Perimeter p' p" p^^ nj^d 
Ä^A^Ä^ von P', beziehentlich Ai aus gesehen in derselben oder in 
entgegengesetzter Richtung durchlaufen werden. 

Beweis: Setzt man an die Stelle der Coordinaten aj^"^ des 

Punktes P<«>, wenn P<«> einen beliebigen der vier Punkte pptp^'p^ 
bezeichnet, die Coordinaten x^^ eines willkürlichen andern Punktes 



*) Für den Fall i = 1 ist die Bemerkung oline Weiteres erwiesen. Ist 
i von 1 verscliieden , so hat die Reihe Tclni mit 2 3 4 zwei Kmiomem ge- 
mein. Man vertausche klm und 2 3 4 cyklisch, so dass die gemeinsamen 
Nummern in die beiden ersten Stellen kommen; es gehe klm in npq, 

23 4 in ahc über. Alsdann werden die Perimeter P^»*) pO») pC?) und 
pia) p(b) pie) ^Qjj p(i)^ beziehentlich P' aus gesehen in derselben Richtung 
durchlaufen, wie p(*) P<')p("»>, beziehentUch pffpff'P^, und es ist zu- 
gleich 

TD (P^*^ P^*^ P^'^ p(w»)\ -_ j>j) /p(0 p(n) p(p) p(9h 

TB (P P' P" P^) = TB (P P^"^ P^*^ P^^^). 
Nun sind folgende Fälle zu unterscheiden: 

a) a = n, 5 = jp; 

b) a = j), & = w. 

In dem ersten FaUe sind die Perimter P^^'^ P^^^ P^^"^^ und pfp"fp^^^ 
von P^'^, beziehentlich P' aus gesehen, entgegengesetzten Sinnes, in dem 
letzten Falle gleichen Sinnes. 

Im ersten Falle geht die Reihe inpq durch die Vertauschung von i 
gegen q in die Reihe labe über; im zweiten geht inpq durch Vertau- 
schung von n gegen p in tabq und diese durch Vertauschung von t 
gegen q in labe über. Demnach ist inpq und mithin auch iklm im 
ersten Falle eine ungerade, im letzten eine gerade Permutation von 1 2 3 4, 
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P^"^, so hat die nene Tetraederdeterminante dasselbe oder ein ande- 
res Vorzeichen als die ursprüngliche, je nachdem P^"^ und P^^ auf 
derselben oder auf entgegengesetzten Seiten der durch die drei 
übrigen Punkte gelegten Ebene liegen. Dies tritt stets und nur 
dann ein, wenn der von den di-ei übrigen Punkten gebildete Peri- 
meter von P^"^ und P^i"^ aus gesehen bei derselben Reihenfolge der 
Punkte in gleicher oder entgegengesetzter Drehrichtung durchlau- 
fen wird. 

Ersetzt man hiernach die vier Ecken p' p'* p'" p^^ durch die 
Punkte Ai A^ A^ A^ , so haben die Determinanten der beiden Tetra- 
eder gleiches Zeichen, wenn der Sinn des Tetraeders p* p** p^'* p"^^ 
bei den Substitutionen sich gar nicht oder zweimal oder viermal 
geändert hat; dann heben sich aber die Aenderungen paarweise 
auf; — oder die Determinanten haben verschiedene Zeichen, wenn 
sich der Sinn des Tetraeders bei den Substitutionen einmal oder 
dreimal geändert hat; dann sind p' p'' p"' p'"" und AiAiA-^A^ 
entgegengesetzten Sinnes. Da nun 

TD (Ai A^ As A4) == h Ä2 h h (also > 0), 
so folgt, dass 

TB{P'P''P"'P''')'^ 0, 

je nachdem p* p*' p''* p^^ und AiA^A^A^ gleichen oder entgegen- 
gesetzten Sinnes sind, q. e. d. 

Das Volumen eines Tetraeders wird positiv oder 
negativ gerechnet, je nachdem dasselbe mit dem Axen- 
tetraeder AiA^A^A^ gleichen Sinnes ist, oder nicht. 
_ 10. Die Gleichungen der Ebenen des Tetraeders p' p^' pf** p 
mögen geschrieben werden: 



IV 



Xi X2 Xz x^ 



II 



// 



II 



Xi X2 00z ^4 



II 



3>{' 


x% 


^3 


xT 


a^ 


X2 


X3 


x': 


/« ' 

X\ 


X,' 


X3 


x: 


Xi 


X," 


Xz 


a?4 


ÄTL 


a?2 


Xz 


x^ 


Oa 


X2 


Xz 


x^ 



= 0, 



Xi X2 Xi X4 
X\ Xi X3 Xi 



x'i' 



X2 



Xz 



x': 



= 0, 



0, 



X\ X2 Xz x^ 



Xi X2 Xz xi 



II 



II 



II 



II 



x'i' 



xr 



^r 



xT 



= 0. 



^1 X2 Xz x^ 

Bezeichnet man abkürzend TI){P* P" P"' P^^) = D, die Höhen 
des Tetraeders P' P" P'" P'"" mit J3i H2 Hz H^, die Seitenflächen mit 
Gl G2 Gz G\ , bezeichnet man femer die Multiplicatoren , welche die 
vier Gleichungen auf die Normalform bringen, mit ai 0^03 04 und 
bedeutet €* die positive oder negative Einheit, je nachdem P^*^ auf 
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der positiven oder negativen Seite der Ebene durch die drei anderen 
Punkte liegt, so ist 

Setzt man ^ifc^i = ^£ Q'h 

80 erhält man kjtGkHk = D-, 

oder, wenn V den absoluten Werth des dreifachen Tetraedervolu- 

mens^ V bezeichnet : 

D = kjtY. 

Wendet man diese Formeln für k = 1,2,3,4 an, so erhält man 

Ai =^ Aj ^^^ A3 Z^ A4, 

Man hat daher, wenn der gemeinschaftliche Werth der Xjt mit A be- 
zeichnet wird, die Formeln: 

Man ersetze nun irgend einen der vier Eckpunkte, z. B. P("\ 
durch einen (sonst willkürlichen) neuen Punkt JTZ^«), der so gelegen 
ist, dass das neue Tetraeder mit dem gegebenen gleichen Sinnes ist. 
Unterscheidet man die auf das neue Tetraeder bezüglichen Grössen 
durch Accente, so ist a« = a«, Ö« = öß, weil a„ und (?« von P^"^ 
unabhängig sind; ferner ist Sa = €«» da wegen des gleichen Sinnes 
der Tetraeder die Punkte P^"^ 71^"^ auf derselben Seite der Ebene 
durch die drei übrigen Punkte liegen. Da nun im -neuen Tetraeder 

^a ^a = A G-cci 

und 6« = f «, a« = a«, Ga = G^«» 

so ergiebt sich 

a) 1 = k\ 

also auch D' = AV', oder: 

b) Diiy = Y lY. 

Wählt man hingegen den Ersatzpunkt P^"^ sq, dass das neue 
Tetraeder mit dem gegebenen nicht gleichsinnig ist, so ist fiir das 
neue Tetraeder wieder aa = cta, Ga = (^aj »her €„ == — £«, da 
nach der neuen Voraussetzung P^Il^ auf verschiedenen Seifen der 
Gegenfläche liegen. Aus 

folgt jetzt 

c) A' = - A, 
und hieraus J^ = — A F', oder : 

d) 2> : 2>' = V : — V. 

Da nun in b) wegen der gleichen Vorzeichen von Y und F' die 
Verhältnisse V : V und Y -, Y\ und in d) wegen der ungleichen 
Vorzeichen von F und F' die Verhältnisse V : — V und F : F' 
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auch incl. Vorzeichen ühereinstimmen , so kann man die beiden 
Resultate b) und d) zu der Proportion vereinigen: 

e) D : B' = V : V\ 

Ersetzt man nun die Punkte eines Tetraeders T mit der Determi- 
nante D und dem Yolnmen V der Reihe nach durch die Punkte eines 
andern Tetraeders T' mit der Determinante 2>' und dem Volumen 
V\ so erhält man duich wiederholte Anwendung von e) die nun für 
irgend zwei Tetraeder gültige Propoi-tion 

f ) D: D' = V: Y\ 

Hiernach verhalten sich die Tetraederdeterminanten 
zu einander wie die Volumina ihrer Tetraeder, wenn man 
die Volumina positiv oder negativ rechnet, je nachdem die Tetraeder 
mit dem Axentetraeder A\ A^ Äs Äi gleichen Sinnes sind oder nicht. 

Nimmt man für T' das Axentetraeder, so erhält man: 

also folgt das dreifache Volumen V des Tetraeders 



P'P"P"'P" zu . 
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Ferner folgt 








x-^ 


^1 Ä2 Äs A4 







Die zweite Potenz des Erweiterungscoefficienten der Ebenen- 
gleichung 



T = 



Xl 


X2 


Xs 


«4 


Xx' 


Xi 


X,' 


V 


X," 


Xi" 


X," 


X," 


4" 


4" 


4" 


4" 



= 



folgt, wenn man die Coefficienten der Glieder der ersten Zeile mit 
Si d'2 S^ ^4 bezeichnet, zu 

a^ = 
1 : (*/ + *| + *i + *4 — 2 dl *2 COSY12 — 2 Äi Äa cosyis — Äj 84 cosyi^ 

— 2 ^2 *3 cosy^s — 2 Äa #4 cosY2i — ^3 ^4 cosy^^). 

Nimmt man für a die positive Wurzel und rechnet alle Flächen 
positiv, so folgt für den Inhalt des Dreiecks P* F^' F^ 

Äi A3 Ä8 A4 



ifft 



pi pH piii ^. 
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Für die Höhen des Tetraeders erhält man 



Xi x^ a?3 a?4 



// 



// 



ff 



Xi Xq Xi X^ 



ff 



^l" 
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4" 


iri" 


a^r 


X2 


^r 


i»4 



^* = T 



11. Berechnung des Winkels zwischen zwei Ebenen. 
In die Formehi für den Cosinus des Winkels zweier Ebenen in 
D esc artesischen Coordinaten der Ebenen substituire man die 
De sc artesischen Coordinaten durch die homogenen Plancoordina- 
ten. Man erhält dann nach einigen nicht schwierigen Transfor- 
mationen folgendes Resultat : 

Sind Ui, Uk die Coordinaten zweier Ebenen T und T', sowie r 
und / ihre Abstände vom Fixpunkte, so ist 

cosTT' = -- — [uiUi'g^ + U2U./g^ + u^th'gs' + u^u^'g^' 

_ • 

TT' ist hier der Winkel, welchen die dem Fixpunkte zuge- 
wandten Seiten von T und T' begrenzen. 

§.4. 
Sätze über Flächen zweiten Grades. 



1. Die Gleichung jeder Curve n**^ Grades kann als 
homogene Gleichung ti^'^ Grades zwischen den homogenen 
CQordinaten des variabeln Punktes, beziehentlich der 
variabeln Ebene dargestellt werden. 

Denn man transformire durch die §. 1 aufgestellten Gleichun- 
gen, so gehen die nichthomogenen Gleichungen in orthogonalen 
Coordinaten zunächst in nichthomogene Gleichungen in homogenen 
Punkt-, beziehentlich PlancoorcUnaten über. Jedes Glied der Glei- 
chung, dessen Grad um d Einheiten niedriger ist, als der Grad der 
Gleichung, multiplicire man mit 

'9i ^1 + g^2 g?2 + 9s a?8 + g^iX^i Y 
^ ) 

in Gleichungen für Pnnktcoordinaten, oder beziehentlich 

in Gleichungen für Plancoordinaten. 



e 



e 
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Die reciproke Transformatioii lehrt , dass jeder Gleichung n*^ 
Grades zwischen den homogenen Coordinaten auf eine Gleichung 
desselhen Grades zwischen Descartes' sehen Coordinaten reducirt 
werden kann. Es werden also alle Gebilde n^^ Grades und nur 
diese umfasst, wenn die geometrischen Repräsentanten der homoge- 
nen Gleichungen w**^ Grades zwischen homogenen Punkt- und Plan- 
coordinaten untersucht werden. 

2. Bezieht man eine Fläche auf ein Coordinatentetraeder mit 
einer unendlich fernen Fläche (^4), so wird für im Endlichen lie- 
gende Gebilde die Coordinate X4 eine unendliche Constante. Unter- 
sucht man solche Gebilde, deren Gleichungen in Punktcoordinaten 
unendlich grosse Coefficienten enthalten, nicht nach ihren Punkt- 
gleichungen, so werden im allgemeinen Falle die Potenzen von x^ 
mit den Coefficienten der betreffenden Glieder zu ondlichen Con- 
stanten verschmelzen. Die Gleichung geht alsdann in eine Gleichung 
zwischen den unter sich unabhängigen Abständen des variabeln 
Punktes von den drei Seiten einer Ecke, d. i. zwischen den Descar- 
t es' sehen Punktcoordinaten, über. 

Die Gleichungen in Plancoordinaten erleiden, wenn drei Ecken 
des Tetraeders unendlich fern sind, folgende Verändemng : 

Seien lil^h die Längen der (unendlich grossen) Kanten Ä^Äi, 
Äi A2, A4 Äs, Man lege zur variabeln Ebene T eine Parallelebene 
T' durch A4. Dieselbe hat von T den Abstand ru^^ von -4.1^2-^3 
beziehentlich rui, ru2,ru^, T schneide auf den Kanten Ä^Äi^ 

A^Ä^^A^Az^ von A^ aus gerechnet, die Strecken — , — , — ab, und 

u V w 

zwar werden dieselben positiv nach g^ zu gerechnet. Alsdann ist 

W4?l«=Wj, U4I2V =^ U^y W4Ü8W=tl3. 

Setzt man diese Werthe in die Gleichung einer Fläche, und 
beschränkt man sich darauf, solche Flächengleichungen in Plancoor- 
dinaten zu untersuchen, die keine unendlich grossen Coefficienten 
enthalten, so verschmelzen im allgemeinen Falle die lil^lz mit den 
betreffenden Coefficienten zu endlichen Constanten; die allen Glie- 
dern gemeinsame Potenz von"W4 werde beseitigt. Alsdann verbleibt 
als Gleichung der Fläche eine nichthomogene Gleichung zwischen 
den Reciproken der Axenabschnitte der veränderlichen Ebene, d. h. 
zwischen den gewöhnlichen Plancoordinaten. 

3. Flächengleichun^ in Plancoordinaten in Bezug 
auf ein Tetraeder mit einer unendlich fernen Ecke A4. 

Die variable Ebene schneide von den Kanten J.i ^^4, Aj il4, -4« -^4 
von AiA^Az an gerechnet die Strecken Viv%Vz ab; von A4 aus ge- 
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rechnet schneiden alle variablen Ebenen anf allen drei Kanten ein 
nnd dieselbe unendlich grosse Strecke v^ ab. Da nun 

wenn - die v^ mit gleichen Zeichen gerechnet werden , welche auf 
derselben Seite der variabeln Ebene liegen, so kann man in der 
homogenen Gleichung der Ebene die u^ durch die Vj^ ersetzen. Be- 
schränkt man sich auf die Untersuchung solcher Gleichungen in Plan- 
coordinaten, die keine unendlich grossen Goefficienten enthalten, so 
verschmelzen im Allgemeinen in den Gliedern, welche v^ enthalten, 
die Potenzen dieser Coordinate mit den Goefficienten zu endlichen 
Gonstanten. Die Gleichung der Fläche geht demnach in eine nicht 
homogene Gleichung zwischen den von drei willkürlichen Null- 
punkten an gerechneten Abschnitten der variabeln Ebene auf drei 
parallelen gleichgerichteten Geraden über. 

"Für Flächengleichungen in Punktcoordinaten verändert sich 
für den Fall einer unendlich fernen Ecke des Goordinatentetraeders 
nur die Bedingungsgleichung zwischen den Goordinaten. In die- 
selbe gehen nur die Goordinaten Xi x^ x^ ein. Seien ^ die doppelte 
Fläche, gi §2 9d die auf den gleichbezeichneten Tetraederflächen 
gelegenen Seiten des Normalschnitts durch die nach A^ gehenden 
drei Ebenen, so ist 

9\^\ + 92 (^ + 9z ^ = ^♦ 

4. Gleichung der Tangentialebene an einen Punkt P* 
einer Fläche f{Xi x^ x^ x^ = 0. 

Bezeichnen djt und St zwei solche Variationen der Goordinaten 
von P', dass die Punkte rc* + dt und x^ + Ä* auf / = gelegen 
sind, so ist die Gleichung der Tangentialebene die Grenze j welcher 
sich die Gleichung der durch Xt^ xl + d^^ Xk + ^k gelegten Ebene 
für verschwinciende d^ und 8k nähert; d. i. die Grenze für 



Xi x^ x^ x^ 



Xi x^ x$ x^ 



= 0. 



Xi' X2' Xq' X^ ^ ^ ^8 ^4 

^1' -f~ ^1 ^' H" ^2 ^s' ~f~ ^3 ^4' ~h ^4 dl dq ds d^ 

Xx + *i X2 + *2 ^Z + ^3 «4' + *4 Äl *2 *8 *4 

Die Glieder der Zeilen der letzteren Determinante erfüllen 
beim Uebergang zur Grenze die Gleichungen : 

9\^\ +5^2^ ■\' 9z^ + 9^^^ = ^-i 

9i^i + ^9^2 + ^8^3 -\- 9^tdi = 0, 
^1*1 + ^2*2 + 9»^9 + ^4*4 = 0; 
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8/ 



femer, wenn/i den Werth von -j^ für den Punkt P bedentet: 

axt 

/i'di + /»'<^ + /.'* + fl dt = 0. 

//«! + /»'«» + f»9» +/;*4 = 0. 

Bildet man nun unter Benutzung von acht willkürlichen Hilfs- 

gröBsen 

ImnpV mf fif p' 
die Determinante 



/i fi /a 

^1 92 9z 
l m n 



/4' 

9a 



und erweitert damit die obige Gleichung der Tangentialebene, so 
wird dieselbe zu 

^4 /i /2 /s /* 
^i ^3 9^ ^4 

2 m n j9 



= 



r m' n' jp' 



Xi X2 Xs X4! 

dl d^ dfi d^ 

dl *3 Ö3 *4 

(/i'a?i+/2'aJ2+/8'a58+/4'iC4), ^, (?i»i+-+pa?4),(i'äJi+-+i)'a?4) 

, 0, (Zdi + .-) 

, 0, Qdi + ...) 

Qdi +•••)» 



= C/i'i»l +/2'i»2 +/3'a?8 +fAX^).J. 



(iSl -}-"'), 



(Vdi + ...) 
(Vdi + ...) 



Die acht Hilfsgrössen können immer so gewählt werden, dass 
der letzte Factor von Null verschieden ist. Demnach ist die ge- 
suchte Gleichung der Tangentialebene an/= in P: 

fixi +/2'aj2 +/3'aJ8 +/4'a?4 = 0. 
Die Coordinaten der Tangentialebene sind demnach 

^1 _ Ahk 

*^/i'n +/2'r2 +/8V« +/4'r4' 

5. Bestimmung der Gleichung des Tangentialpunktes 
einer Tangentialebene u[ an die Fläche 9) (ui tfg U3 U4) = 0. 

Die Gleichung des Tangentialpunktes ist die Grenze, in welche 
die Gleichung des Schnittpunktes dreier Tangentialebenen der 
Fläche übergeht, wenn die drei Ebenen unendlich nahe benachbart 
werden. 
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Sind Ujt -\- dt, Uk -}~ 8i die Goordinaten zweier Ebenen, welche 
q) = befriedigen, so ist demnach die gesuchte Gleichung der für 
yerschwindende djt und Ä* entstehende Qrenzwerth von 



= 



th t*2 Uz U4 

Ui U2' Uz Ui 

Ux + dx 1*./ + d% Uz + dz ul -f ä^ 

Ui + *l «2' + *2 %' + ^3 «*4 + 84, 



«1 


«» . 


«8 


«« 


«l' 


«,' 


«3' 


«*' 


dl 


«^ 


<i8 


d« 


«1 


9, 


«8 


Ö* 



Bezeichnet cp* den Werth von tt^ für die Ebene ul, so er- 

duj, 

füllen die verschwindenden Variationen der Goordinaten und die 

übrigen Zeilen, dieser Determinante die Gleithungen 

9\riUi + g^r^u^ + QzTzUz + g^uUi, = z/, 

g\r\dx + 5'2»*2^ + ^'s^'a^a + ^4n^4 = 0, 

g\ n Äi + g% r^ d^ + ^3 rz Sz + g^uS^ = 0, 

q>iUi' + 92' «3' + 9s W + 94 V =0, 

9/ ^1 + 92' ^^2 + 9>8' ^ + 9>4' ^^4 = 0, 

9l'*l + 92' *2 + 93' *3 + 9)4' «4 =0. 

Man bilde nun mit acht willkürlichen HiKsgrössen die Deter- 
minante 



92 

m 



9z 



94. 
P 



9x 
l 

V ni vi y 

und erweitere mit derselben die obige Gleichung des Tangential- 

punktes. Dann erhält man links das Product zweier Determinanten; 

dasselbe ist unter Rücksicht auf obige sieben Gleichungen gleich 

der Determinante 

(9,'wi +''92'«*2 + 93' «<3 + 9^4' W4), ^, 0«! +•••). G'wi +•••) 

, J, G< + •••), GV +•••) 

, 0, {^d, +...). (rc?i' +...) 

. 0, G«! +...), (r*i' -I-...) 

Diese reducirt sich auf das Product 

Die Hilfsgrössen können immer so gewählt werden, dass der 
letzte Factor von Null verschieden ist. Demnach ist die Gleichung 
des Tangentialpunktes in T' = an 9) = 0: 

9i'ui + 92' «*2 + 9s ^ + 94' W4 = 0. 



{.9\ «*i + 92'% + 93' ««3 + 9i W4) . ^ 
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Die Coordinaten des Tangentialpunktes sind demnach 



«J* = «* 



• 9Ji' +- 92' + 93' + 9/ 



6. Die Flächen zweiterOrdnung sind zngleichFlächen 
zweiter Classe und umgekehrt. — Bestimmung der Glei- 
chung einer Fläche zweiten Grades für Plancoordinaten 
aus der Gleichung in Punktcoordinaten. Bestimmung der 
Gleichung einer Fläche in Punktcoordinaten aus der 
Gleichung derselben in Plancoordinaten. 

Die allgemeine F6rm für die Gleichung einer Fläche zweiten 
Grades in Punktcoordinaten ist: 

üi^x^ + 2ai2äJia?2 + 2aisXiXz + 2auXiX^ 

+ «22 ^2 + 2 023 052 a?3 -j- 2 «24 ^^ ^4 

+ c^ss^i + 20^4X2X4, 

+ «44 «4 = 0. 

Die vier partiellen Differentialquotienten nach den Coordi- 
naten sind: 

fi^ 2(aiiXi + ai2aJ2 + «la^ + <h^^A), 

fl ^ 2 («12% + «22^ + «28^8 + Ö24«4)f 
/*3 ^ 2 (ai3 a?! + «23 ^2 + «83 H + «34 «^4)» 

/4 ^ 2(ai4ari + «24*2 -|- (h^^z + 044^*^4). 

Bildet man diese Functionen für P und bezeichnet den Werth 
/i' n + /*' »-, + /,' rg + /«' u mit ^, 

SO gelten für die Coordinaten der Tangentialebene im Punkte V 
nach 4) die vier Gleichungen 

/*- f .«* = 0. 

Ans der Oleichong des Tangentialpunktes in Normalform nach 
§. 2, 8 folgt: 

^1 I ^' I ÄJa' , Xl 

Hl n^ fh f^A 

der Verein dieser fünf für xl linearen Gleichungen erfordert das 
Verschwinden der Determinante 
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Oll 
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Ui 
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«44 


W4 
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1*1 

Äl 






W4 
A4 






= 0. 



Dies ist die gesachte homogene quadratische Grleichung zwischen 
den Coordinaten der variabeln Tangentialebenen an / = 0. 

Die allgemeine Form für die Grleichnng einer Fläche zweiter 
Classe ist 

q>(uiU2UsUA) ^ «11^1^ + 2ai3Wi«2 + 2ai^Uiiis +-2ai4t*iW4 

+ C«22«*2^ H" 2a23W2W8 + 2tt2^1l2UA 

+ «33 ^3^ + 2CCuUsUa 

+ «44^4=0, 

Die vier partiellen Differentialquotienten der Function (f nach 
den Ebenencoordinaten sind 

(Pi ^ 2(auUi + «12% + «13W3 + «14 W4), 

92 ^ 2 («12«*! + «22^2 + «28^3 + «24 «♦4), 
q>S ^ 2 («13 Wi H- «23^*2 + «33 W3 + «34 W4), 
qp4 ^ 2 («14^1 + «24W2 + «84 W» 4- «44 «*4). 

Bildet man diese Werthe für die Tangentialebene T' und be- 
zeichnet 

(Pi + 9^2' + 93' + 94! = A, 
so hat man für die Coordinaten des Tangentialpunktes von T' die 
vier Gleichungen 5): 



<)Pi 






Aus der mit — erweiterten Normalform der Gleichung der Tan- 

r 

gentialebene nach §. 2, 8 folgt: 

irwi + ir«*2 + T-**8 + T-tt4 = 0. 

Äl Hq ns rli 

Der Verein dieser fünf für ul linearen Gleichungen erfordert: 

Heger, Analytische Oeometrie. 3 
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«11 


«12 


«18 


«14 


Xi 


«12 


«22 


«28 


«24 


X2 

h2 


«13 


«28 


«88 


«84 


Xs 
Äs 


«14 


«24 


«84 


«44 


X4 
A4 


Xx 

M 


h2 


a?8 


a?4 

A4 






= 0. 



Dies ist die Gleichung der Fläche fp = in Ponktcoordinaten. 

7. Polarebene eines Punktes. Lehrsatz: Ist/=Odie 
Gleichung einer Fläche zweiter Ordnung in Punktcoor- 
dinaten, so ist 

T=A'Xi +f2'X2 +fs'xs +A'x, = 

die Gleichung der Folarebene des Punktes P' mit den Co- 
ordinaten o^; d. h. jede durch P gelegte Gerade ff schnei- 
det die Fläche ^ = in zwei Punkten, welche P* und 
dem Schnittpunkte ff T harmonisch oonjugirt sind. 

Beweis: Seien oc^k die Coordinaten vom Schnittpunkte ff T^ 
ik die Coordinaten eines Schnittpunktes von ff mit /= 0, so können 
die 1^ aus den xl und x^jt nach den Formeln abgeleitet werden : 

^j, = k'xi + r^', A' + r = 1. 

Die li befriedigen / = ; substituii-t man , so entsteht 

W + x'x" (/,'a;,".+ /,'%" + A'x," + f,'x,") + r«/" = 0. 

Da x^t auf T gelegen ist, so ist der Coefficient von A' A" gleich 
Null; aus der übrig bleibenden Gleichung ergiebt sich: 

A' : A" = V-(/'.- A 
also für die Schnittpunkte ff T zwei entgegengesetzt gleiche Ver- 
hältnisse der Ableitungscoefficienten , q. e. d. (§. 2, 3.) 

8. Die Formeln 

/i'ari" + A'x," 4- f$x," + /4' V und 

sind identisch. Liegt demnach ein Punkt rc? auf der Polarebene 
eines Punktes xjt, so liegt auch der Punkt x^ auf der Polarebene 
des Punktes x^. 

Die Polarebenen aller in einer Ebene T gelegenen Punkte um- 
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hüllen demnach den Pol dieser Ebene, d. h. den Punkt, dessen Po- 
larebene die Ebene T ist. 

Die Polarebenen aller in einer Geraden gelegenen Punkte um- 
hüllen eine Gerade, deren Punkte wiederum die Pole für die durch 
die erste Gerade gelegten Ebenen enthält. Zwei so beschaffene Ge- 
rade heissen zwei conjugirte Polargerade. 

9. Die Polarebene jedesPunktes ist eindeutig bestimmt, 
sobald die Discriminante von/ nicht verschwindet. 

Denn dann haben stets einige oder einer der vier partiellen 
Differentialquotienten fl von Null verschiedene Werthe. 

Verschwindet die Discriminante, so giebt es mindestens. einen 
Punkt, für welchen sämmtlich vier partielle Differentialquotienten 
verschwinden. Dieser Punkt liegt auf der Fläche ; er hat jede belie- 
bige Ebene zur Polarebene. 

Sei / = eine solche Fläche, xl der Punkt, für welchen 
zugleich 

Xk ein beliebiger anderer Punkt der Fläche, so liegt jeder Punkt 
der Geraden P'P" in/= 0; denn substituirt man 

a;* = A'4 + r^i', A' + r = 1 
in / = , so entsteht 

A'»/ + A'r(/,'a;," +/j'a;," + f,' x," ^ f^ x^') + A"«/' = 0. 
Da nun f =f[z=. f" z=z 0, so wird der Gleichung durch belie- 
bige Werthe von A'A" genügt. Die Fläche zweiter Ordnung, deren 
Discriminante verschwindet, ist demnach im Allgemeinen eine Ke- 
gel'f lache; ihr Mittelpunkt ist der Punkt, für welchen die partiellen 
ersten Differentialquotienten der Coordinatenfunction verschwinden. 

10. Im Allgemeinen giebt es nur einen Punkt, wel- 
cher eine gegebene Ebene T^ aiXi -}- OjiCa + a^Xz + «4^4 
= zur Polarebene hat. 

Bedeutet k einen noch unbestimmten Factor, so sind die Coor- 
dinaten des Poles von T die Lösungen des Systems: 

fi - Äöi = 0, 

fi — ^02 = 0, 

fi — haz = 0, 
// — ha^ = 0, 

Sollen die Pole sämmtlicher Ebenen unendlich fern 
werden, so muss die Determinante dieses Systems unabhängig von 

8* 
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den Goefficienten a^ verschwinden, und die Lösung für k muss einen 
unbestimmten Werth haben. Bezeichnet Ä^* den Coefficienten des 
Ä;*®" Gliedes der i*®° Zeile in der Discriminante der Function /, so 
ist die Bedingung hierfür im Allgemeinen 

9il9l + ^i29'2 + 0,8^3 + 0,4^4 =0, i = 1 , 2 , 3 , 4. 

11. Die Polarebenen aller Punkte sind unendlich fern, 
sobald für alle Werthe von a4 die Gleichungen gelten: 

fl'^^gu f2=^92, fB=^g8i // = A;^4. 
Multiplicirt man der Reihe nach mit X\ x^ x^ x^ und addirt, 
so erhält man : 

2/=a;,7/ + a^'/2' + V/s' + x^f^ = h{ßi Xx -^g^x^ -\r9z^-\-9^x^'. 
Je muss demnach ein linearer Factor von der Form 

k ^ ttiXi -\- 02X2 H- Ö3% -f~ 04^4 

sein. Bezeichnet man abkürzend 

Too ^(^'i^i 4- ••• 4- gi(Xi^), 
so liefert die Differentiation und die obigen Gleichungen das System 

\(gk'k + a^Too) — gt^k. 
Hieraus folgt das System 

«*^oo = k.gi. 
Vergleicht man in diesen vier Gleichungen die CoefQcienten 
derselben Coordinaten mit einander, so erhält man: 

(hg2 = a^gi , 03^3 = 03^2» 

aj^3 = usgi, a%9A = «45^2, 

Oi^4 = «4Ö'i7 (h9A = o>i9z' 
Diese Gleichungen liefern 

ax i <h i (h : a^ =^ 9x : 92 \ 9z ' 9^- 
Die Gleichung der Fläche also ist 

/= {9iXx 4- ^2^2 4- 9zXz + 94.x^y = 0. 
Die Fläche zweiten Grades, für welche sämmÜiche Punkte eine 
unendlich ferne Polarebene besitzen, ist daher die unendlich ferne 
Ebene, doppelt gedacht. 

Die Polarebenen aller Punkte sind derselben Geraden 
parallel, wenn 

Si\9i + ^^92 + Sizg^ + *.-4^4 = 0, t = 1, 2, 3, 4. 
Denn die nach §.2, 19 gebildete Bedingung dafür, dass die Polaren 
dreier beliebigen Punkte einer Geraden parallel sind, ist eine De- 
terminante, von welcher drei Zeilen tetranomische Elemente ent- 
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halten. Löst man diese in 64 Determinanten mit einfachen Elemen- 
ten auf, so verschwinden 40 dadurch identisch, dass sie zwei oder 
drei identische Zeilen haben. Das Verschwinden der ursprünglichen 
Determinante erfordert das Verschwinden der übrigen 24, welche 
sich durch Vertauschung der Zeilen auf die in der Formel Sn gi -}-••• 
enthaltenen vier Determinanten reduciren. 

Der Fall 

Sngi + Si2gr+ ö^s^a + *i4^4 = 
(der den Cylinder mit enthält) bleibt im Allgemeinen von 
den ferneren Betrachtungen ausgeschlossen. 

12. Sich selbst conjugirte Tetraeder. Man wähle einen 
Punkt P', dessen Polarebene T' im Endlichen liegt, wähle auf T 
einen Punkt P" und bestimme dessen Polarebene T". Auf der Kante 
T' T" wähle man einen Punkt P"', dessen Polarebene T"^ mit T' T" 
nicht parallel ist ; dann ist P P" P'" {= P^) die Polarebene ^on 
r T" 2!" (= T'^') und das Tetraeder pp'P'^'P''^ ist sich selbst, 
conjugirt, d. h. seine Flächen sind die Polarebenen der gegen- 
überliegenden Ecken. 

Wird die Gleichung der Fläche auf ein sich selbst 
conjugirtes Tetraeder bezogen, so muss 

a?t = Polarebene des* Punktes r»^ == , Xi = 0, 'x,n = 
sein, wenn ihlm irgend eine Permutation der Zahlen 12 3 4 angiebt. 
Es gelten also für die Coefficienten von / folgende Gleichungen : 

anXi + ci>i2^ + 0^13^3 + ötu^4 ^ -^i^u 

Oi^Xi + a28a?2 + 0^330^3 4- «34^4 ^ Ä^X^, 

«14^1 4- (h^X2 + «sr^s + «4, a?4 ^ A^x^, 
Hieraus folgt 

^12 = 0^13 = ai4 = «23 = «24= ^^34 = 0, 

und die Gleichung der Fläche zweiten Grades auf ein sich 
selbst conjugirtes Tetraeder der, Fläche bezogen lautet 

demnach : 

ayxl '\- <HX^ + a^xl + a^x^ = 0. — 

13, Pol einer Ebene. Lehrsatz: Ist (p = die Glei- 
chung einer Fläche zweiter Ordnung in Plancoordinaten, 

i?o ist 

P ^ q>i'ui + ip2U2 4- W^ + 9^*'^* = Ö 

die Gleichung des Poles der Ebene wi; d. h. die je zwei' 
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durch eine willkürliche Gerade G der Ehene Ujt an (f ge- 
legten Tangentialebenen sind der Ebene ujt und der durch 
Q und P' bestimmten Ebene harmonisch conjugirt. 

Beweis: Sei T" mit den Coordinaten Mjf eine beliebige, durch 
P gelegte Ebene , so werden die Coordinaten jeder durch die Ge- 
rade 2^' T' gelegten Ebene T durch die Formeln dargestellt: 

u, = A'wi + ru'i, V -f A" = 1. 

Soll T die Fläche 9 == berühren, so ergiebt dies für A' A", 
wenn qp^*^ den Werth von qp für u^^ bezeichnet, die Gleichung 

Der Coefficient von A' A" ist Null, da ja P in T" enthaften ist; also 
erhält man für das Verhältniss der A : 

A' : A" = V— <: 9', 

d. i, zwei entgegengesetzt gleiche Werthe, q. e. d. 

14. Die Formeln 

9)1' Ol" 4- 9)2' W2" + 9^;/«*a" + 9^4'«**" und 
<)Pi"mi' + <]P2"< + <)P3"t*ü' + <]P4"W 
sind identisch. JedeEbene v![ also, welche durch den Pol der 
Ebene vJk geht, hat ihren Pol auf der Ebene uJt. 

Dreht sich also eine Ebene um einen Punkt, so bewegt sich 
ihr Pol auf einer Ebene , welche jenen Punkt zum Pole hat. 

Dreht sich eine Ebene um eine Gerade, so bewegt sich ihr Pol 
auf einer Geraden, deren einhüllende Ebenen die Punkte der ersten 
Geraden zu Polen haben. 

15. Der Pol einer Ebene wird nur dann unbestimmt, 
wenn zugleich sämmtliche partielle erste Di£Ferentialquotienten von 
^> verschwinden. Dies tritt — und zwar im Allgemeinen für nur 
eine Ebene — ein, sobald die Discriminante verschwindet: 

«11 «12 ^13 ^14 

«12 «22 ^23 ^24 

«13 «23 ^^33 «84 

«14 «24 0^84 «44 

Seien w* die Ck)ordinaten dieser Ebene, für welche zugleich 

^^\ = 0, 92' = 0, qpa' = 0, 94' = 0, 

ferner w* die Coordinaten irgend einer andern Tangentialebene an 
qp = 0, so genügt jede durch die Gerade T" y gelegte 
Ebene T der Gleichung 9) = 0. 



= 0. 
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Denn stellt man die Ooordinaten von T nach den Formeln dar : 
ut = k'ult + >L"4' , ^' + A" z=> 1, 
so liefert die Substitution in q) : 

Nach den Voraussetzungen ist 

(p' = 9" = 9i = 9P2' = W = 94' = 0, 
also in der That q> durch die Ooordinaten von T unabhängig von 

A' und A" annullirt. 

« 

Die Fläche 9, deren Discfiminante verschwindet, ist demnach 
im Allgemeinen als eine Grenzfläche charakterisirt. Die Haupt- 
ebene derselben hat keinen bestimmten Punkt zum Pole. 

16. Der Pol jeder Ebene wird unendlich fern, wenn 
unabhängig von den Werthen u^ die Gleichung besteht: 

9i + 92' + qPs' + 9i = 0. 
Hierzu ist der Verein folgender vier Gleichungen ausreichend 
und nothwendig : 

«n + «12 + «13 + «14 = 0, 

«12 + «22 + «28 + «24 = 0, 

«13 + «28 + «38 + «34 = 0, 

«14 + «24 + «34 + «44 = 0. 

17. Die Ooordinaten der Ebene, welche einen gege- 
benen Punkt 

P ^ «1^1 +- a.2U2 -\- CCgUs + «4«*4 = 

zum Pole haben, bestimmen sich aus den fünf Gleichungen 

giuui + ^2»*2W2 + gsnus + g^uut^ = J. 

Sollen alle Punkte Pole der unendlich fernen Ebene sein, so 
muss unabhängig von a^ dieses Gleichungssystem von 

erfallt werden. Hierzu ist ausreichend und nöthig, dass J. = 0, 
und es erübrigen dann für die Ooef&cienten von <p dieselben vier 
Gleichungen, welche in 16) aufgefunden worden sind. 

Beide in 16) und 17) betrachteten Specialfalle fallen demnach 
zusammen. 

Zur näheren Eenntniss des durch diese Gleichungen charakteri- 
sirten Gebildes bemerke man , dass jeder seiner Punkte 

P ^ qPi'tti + 92' ^2 + qPs'Ws + 9^4' W4 =?= 
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auf der unendlich entfernten Ehene liegt, da ja 

W + W + 93' + 9a = 0. 
Das Gehilde besteht demnach aus zwei unendlich entfern- 
ten, getrennten oder vereinten Punkten. 
In der That erfüllen die Coefficienten von 

(«1 1*1 + «2 W2 + «3 W3 + «4 W4) («1' Wi + «q'ws 4- a3'«*3 + «4' W4) = 
für 

«1 + «2 + «3 + «4 = und cci 4" «2' + «3' + «4' = 
die obigen vier Bedingungsgleichungen. 

Dieser Fall, sowie der, in welchem die Polarebenen aller Pole 
einer Geraden parallel sind , mögen von den künftigen Betrach- 
tungen ausgeschlosseif bleiben. 

18. Sich selbst conjugirte Tetraeder. Man wähle eine 
Ebene T', deren Pol P' im Endlichen liegt; ferner eine Ebene T'\ 
welche durch P' geht, T' nicht parallel ist, und deren PolP" eben- 
falls im Endlichen liegt; durch die Gerade P'P" lege man eine 
Ebene T'", welche T' T" nicht parallel ist. Alsdann ist der Punkt 
rr'T"' (= I^^) der Pol für die Ebene P'P^'p" (= T'^), und 
das Tetraeder p p" p" p^^ igt ein sich selbst conjugirtes Tetraeder, 
d. h. jede Tetraederfläche hat die gegenüberliegende Ecke zum Pol. 

Wird die Gleichung der Fläche auf ein sich selbst con- 
jugirte« Tetraeder bezogen, so hat die Ebene 

Uk =^ Ui = Ujn = den Punkt w,- = 

zum Pol, wenn iklm irgend eine Permutation von 12 3 4 ist. Hier- 
aus folgen für die Coefficienten der Function qp die vier Bedingungs- 
gleichungen : 

«11% + «12% + «13«*3 + «14W4 = ÄiUi, 

«12«*! + «22% + «23% + «24% ^: ^2%, 

«13% + «23% + «33% + «34% ^ ^3%, 

«14% + «24% + «34% + «44% ^ -^4%. 

Dies System ergiebt: 

«12 = «13 = «14 =« «23 = «24 ,= «34 = 0. 

Die Gleichung der Flächen zweiter Classe auf ein sich 
selbst conjugirtes Tetraeder bezogen lautet demnach: 

«1%^ + «2«*2 + «3%^ + «4^4 = 0. 

19. Die Gleichung der Fläche /= 0, welche auf ein für 
Punktcoordinaten definirtes, sich selbst conjugirtes Tetraeder bezogen 
ist, lautet zufolge der hier vereinfachten Beziehungen: 
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(ijtXjt = A'-r-, 
UjXi u^x^ %a?3 u^x^ 

Äi Ä2 A3 A4 

für Plancoordinaten : 

• ^ 3.3 "I ^ 1.2 1" ^1.2 "» 



oder, nachdem man die ^^ erweitert hat: 

«1 ^ «2 Ö3 »4 

IHe Gleichung der Fläche g? = 0, welche auf ein für Plan- 
coordinaten definirtes, sich selbst conjugirtes Tetraeder bezogen ist» 
folgt für Punktcoordinaten aus den Beziehungen 

hl Ä2 A3 A4 

nach entsprechender Erweiterung zu 

^X? + 21^2 _,_ £3^2 _^ ?i%2 ^ 0. 
«1 ^ ' C^2 «3 «4 

Hieraus folgt: Ein für Punktcoordinaten definirtes, sich selbst 
conjugirtes Tetraeder ist auch nach der für Behandlung der Glei- 
chungen in Plancoordinaten gegebenen Definition sich selbst con- 
jngirt. 

Da nun das erste Paar Pol und Polarebene bei der ConstruHion 
des sich selbst conjugirten Tetraeders beliebig gewählt wird, so 
folgt weiter, dass beide Definitionen für Pol und Polare sich 
auf dieselben conjugirten Paare von Punkt und Ebene 
beziehen. 

20. Directer analytischer Beweis dafür, dass eine Ebene, 
deren Gleichung T = ist und deren Coordinaten uji sind, und ein 
Punkt, dessen Gleichung P = ist und dessen Coordinaten Xt sind, 
gleichzeitig die beiden Beziehungen erfüllen: > 

T=fi'xi + f^x^ + f-^x-, + /4'a:4 = 0, 
P = 9)1' Wi + ^>^u^ Ar qPs'tts + 94'«*4= 0, 
wenn / = und 9? = Q die Gleichungen derselben Flache zweiter 
Ordnung in Punkt-, beziehentlich in Plancoordinaten sind: 
Sei T in der Form gegeben. 
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T^ aiXi + OaiCa + OsXs + 0^X4, = 0, 
so sind die Coordinaten von T: 

a) Ut = Ä.Uihit, 

wo A einen den vier Ujt gemeinsamen Factor bezeichnet. 

Die Coordinaten des Punktes P, dessen Polarebene T ist, be- 
stimmen sich ans den Gleichungen 

0^12^1 +032^2 + 028% + «24^4 == ■B-Ö2> 
Öl3i'!^l +038^2 + (h9^3 + »84^4 = jB . «.;, 
«J4^1 + «24% + fl34Ä?3 4- »44^4 = B , tt^. 

Bezeichnet man mit du den CoefQcienten des i*^ Gliedes der 
¥^ Reihe in der Discriminante von/, so folgen hieraus die Lö- 
sungen : 

b) Xi= C(aiSii + 02*^2 + «8*is + «4*14), 
worin C den Xi gemeinsam ist. 

Die Gleichung der Fläche / in Plancoordinaten kann geschrie- 
ben werden: 

/^l A;t '•2 '^i '^a '^A '»4 f^t 

Da 
so kann man hierfür auch setzen : 

wenn k eine der vier ZifPem 1 , 2 , 3 , 4 und i eine von Je verschie- 
dene derselben Ziffern bezeichnen. 

Die partiellen Differentialquotienten nach u« sind hiernach : 

q>i = 22^ötiy Ä;= 1234. 
Der Pol von Ut hat hiemach die Coordinaten 

wenn D einen von i unabhängigen Factor bezeichnet. 

Setzt man hier für — die aus a) folgenden Werthe ein, so ent- 
steht 

I, = E (ai öl, + 03 8u + 08*8. + tt4*4<)i 

wofür auch geschrieben werden kann: 
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c) I,- = E (fli du + Oj *rf2 + »8 */8 + «4 Sii\ 

wo E von i unabhängig ist. 

Vergleicht man die Formeln b) mit c), so folgt 

Nimmt man hierzu die Gleichungen 

SgiXt = J, Sgitit = ^, 
so folgt ferner 

^* = 1*. 
Der nach Punktcoordiuaten definirte Pol x^ ist demnach iden- 
tisch mit dem nach Plancoordinaten definirten Pol ^jt^ q. e. d. 

21. Einige besondere Formen für die Gleichung von 
Oberflllchen zweiter Ordnung. 

a) Für die Fläche, welche durch die Ecke Äi des Axente- 
traeders geht, ist in der Gleichung für Punktcoordiuaten 

au = 0. 

b) Die Fläche, welche dem Axentetraeder umschrieben ist, hat 
daher die Gleichung : 

012 a?i a?2 + «13 Äi iCa + «u^i ^i + (hsX^ Xg -f- 024 x.2 x^ -|- 034 x^ x^ = 0. 

c) Die Fläche, welche die Tetraederebene gt berührt, hat in 
Gleichung für Plancoordinaten 

au = 0. 

d) Eine dem Axentetraeder eingeschriebene Fläche hat zur 
Gleichung : 

«12^1 W2 + «18^1 Ws + «14^1^4 + «28^2% + «24^2^4 + (Xs^UsUi'= 0. 

e) Die Fläche, füi* welche Äi der Pol von g^ ist, hat in- Punkt- 
coordiuaten : 

«f * = «i; = öf w = , a„ 7^ ; 
in Plancoordinaten: 

«i* = «n = ff/OT = 0, au y^ 0. 

f) Ist A\ der Pol von g\ , A^ der Pol von g^ , sa ist die Glei- 
chung der Fläche: 

in Punktcoordiuaten: 

üxxxl + a%^xl + az^xl + la^^x^x^ + a44a;| = 0; 
in Plancoordinaten: 

22. Alle Flächen zweiter Ordnung, welche sieben 
willkürliche Punkte enthalten, gehen im Allgemeinen 
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noch durcfi einen achten Punkt, der durch die sieben ge- 
gebenen Punkte eindeutig und reell bestimmt ist. 

Alle Flächen zweiter Ordnung, welche sieben will- 
kürliche Ebenen berühren, berühren im Allgemeinen noch 
eine achte Ebene, welche durch die gegebenen Ebenen 
eindeutig und reell bestimmt ist. 

Um den ersten Theil des Satzes zu beweisen, lege man eine 
Oberfläche zweiter Ordnung durch die sieben gegebenen Punkte. 
Die Constanten dieser Oberfläche erfüllen dann sieben lineare Be- 
dingungsgleichungen , welche man erhält, wenn man die Coordi- 
naten der sieben Punkte in die Gleichung der Oberfläche substituirt. 

Mit Hülfe dieser sieben Gleichungen kann man sieben der zehn 
Constanten in der Gleichung der Oberfläche als lineare, homogene 
Functionen der übrigen drei ausdrücken. Die Coefficienten in diesen 
Functionen sind dann gegebene, aus den Coordinaten der sieben 
Punkte in leicht angebbarer Weise zusammengesetzte Werthe. 

Substituirt man diese sieben Functionen für die sieben elimi- 
nirten Constanten in die Gleichung der dui'ch die sieben Punkte 
gelegten Oberfläche, so erscheint die neue Gleichung als ein Aggre- 
gat von der Form: 

09? + 5^ 4- Cjj = 0, 

wenn a, b, e die drei nicht eliminirten Constanten der Oberfläche 
und (f, ilf, X drei homogene quadratische Formen der Coordinaten 
bezeichnen, deren Coefflcienten sämmtlich bekannte aus den gege- 
benen Punkten zusammengesetzte Werthe sind. 

Hieraus folgt, dass alle Oberflächen durch die sieben gege- 
benen Punkte die Punkte enthalten, welche den Oberflächen 

9 = 0, * = 0, x = o 

gemeinsam sind. Da diese die gegebenen sieben Punkte gemein 
haben, so enthalten sie noch einen reellen Schnittpunkt; und da 
die drei Functionen 9>, ^, JJ bekannt sind, so ist demnach auch 
der achte Schnittpunkt der Flächen 9? = ^ = ;u r= durch die 
sieben gegebenen Punkte bestimmt. 

Ebenso erfolgt der Beweis des zweiten Satzes. 



23. Unterscheidung der Flächen zweiter Ordnung 
nach ihren auf ein sich selbst conjugirtes Tetraeder bezo- 
genen Gleichungen. 

Die beiden Gleichungen der Fläche seien 
a) f=aix^ + oj»! -f ozxi -|- a4.xjl == 0, 
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b) 9= «iWf + «2^2* + «3W3* + «4^4 = 0, 

wo also ttk -^k = 9I' 

A. Einer oder mehrere von den vier Coefficienten a^ 
oder at sind gleich Null. In der Gleichung der JPläche in allge- 
meinster Form wird dies dadurch angezeigt, dass alsdann die Dis- 
eriminante der Functionen /, beziehentlich 9, die ja eine Invariante 
derselben ist, verschwindet. 

1. «4 = a3 = as = 0, also «4 = CO, «3 = 00, a^ = 00, 
ohne bestimmtes Yerhältniss. 

Die Gleichung / = reducirt sich auf x^ = 0, und die üeber- 
einstimmung damit ergiebt sich aus b): Wi = W2 = W3 = 0, d. h. 
die Gleichung reprasentirt die eine^ Ebene des Tetraeders. — 

2. «4 = «3 = «2 = 0, also a^ = 00, 03 = 00, «2 = CD, 
ohne bestimmtes Yerhältniss zu einander. , 

Man erhält 

9? ^ «1 u{ = und x^ z= Xz = X2 ^= 0] 
die Gleichung reprasentirt einen Eckpunkt des Tetraeders. — 

3. «4 = 0, Og = 0; Ol : 02 > 0. 

Die Gleichung in Punktcoordinaten wird zu 

/= aix^ + OiX^ = 0, 
und wird nur durch die Punkte befriedigt, für welche zugleich 

a?i = 0, Xi = 0, 
also für eine Kante des Tetraeders. — 

4. «4 = 0, «8 = 0; «1 : e«2 >► 0. 

Die Gleichung in Plancoordinaten ist 

9 ^ «1 Wi^ + «2 u^ = 0. 
Ihr genügen nur die Ebenen, für welche zugleich 

ttj = 0, W2 = 0. 

Sie umhüllen eine Kante des Tetraeders. — 

5. a4 = 0, «3 = 0; ai : aa <; 0. 

In diesem Falle kann man die Gleichung schreiben: 

/ ^ a^x^ — a^x^ •= 0, 

Sie stellt zwei Ebenen dar, deren Gleichungen die Form haben: 

voEiCi -|- hx2 = und ax^ — hx^ = 0. 

Dies Ebenenpaar ist den Axenebenen aJj = 0, x^ •= har- 
monisch conjugirt. — 

6. «4 = 0, «8 = 0; «1 : «2 < 0. 

Die Gleichung 97 = kann geschrieben werden: 
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(p = a^u^ — ß^u^ = 0. 
Sie ergiebt zwei Punkte: 

aui + /3«2 = und aui — ßu2 = 0. 
Dieses Punktenpaar liegt in einer Tetraederkante und ist den End- 
punkten derselben harmonisch conjugirt. — 

7. a4 = 0, Qi : a* >► 0. 

Der Gleichung genügt nur ein Punkt: 

05] = X2 "= Xs == 0. — 

8. «4 = 0, a, : ccjt > 0. 

Der Gleichung entspricht nur eine Ebene: 

Wi = t<2 = 1*3 = 0. — 

9. a4 = 0, und nicht alle drei abhaben gleiches Zeichen. 
Die Gleichung /=0 ergiebt einen Kegel zweiter Ordnung, 

dessen Mittelpunkt in einer Ecke des Tetraeders liegt. — 

10. 0(4 = 0, und nicht alle drei abhaben gl>eiches Zeichen. 
Die Gleichung 9 = ergiebt eine Grenzfläche zweiter Ord- 
nung, für welche die eine Tetraederfläche Hauptebene ist. — 

24. i^ur weiteren Classification der Flächen, deren Discrimi- 
nante nicht verschwindet, dienen folgende fSätze: 

Auf welches der unendlich vielen sich selbst conju- 
girten Tetraeder man auch eine Fläche bezieht, immer 
bleibt die Anzahl der positiven und die Anzahl der nega- 
tiven Coefficienten in der Gleichung der Fläche unver- 
ändert. 

Dieser Satz folgt aus dem Trägheitsgesetz für quadratische 
Formen. 

25. Wenn in der Gleichung /= drei Coefficienten 
dasselbe Vorzeichen haben, so lassen sich in die Fläche 
keine Geraden legen. 

Denn wenn sich eine Gerade soll in die Fläche legen lassen, 
so muss die Fläche alle vier Ebenen des Axentetraeders in reellen 
Punkten schneiden. Haben aber z. B. aiO^Oz dasselbe Vorzeichen, 
so hat die Fläche / mit der Ebene x^ = keine reellen Punkte 
gemein. 

26. Wenn in. der Gleichung /= zwei positive und 
zwei negative Coefficienten vorhanden sii^d, so ist die 
Fläche eine geradlinige Fläche. Durch jeden Punkt der 
Fläche gehen zwei gerade Linien, die ganz in die Fläche 
fallen. 
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Denn in diesem Falle kann die Gleichung in Punktooordinaten 
geschrieben werden: 

/= a^x^ — o»*» + alx* - alxl = 0. 
Hierfür kann man setzen: 
/=(ai»i +a2a^)(aia?i— a3X2) + (a8a?3 + a4a?4)(a8a^— ö4aJ4) = 0. 

Kürzt man ab : 

Ti = (hXi + a^x^, Tj = «1«?! — 02X2, 

Tz ^ (H^Z + «4^4» ^4 ^ «3^3 04^4 f 

80 wird / erfallt for alle Punkte , fuLr welche zugleich 

2* = A Ti — fi Ta = und T' ^ii^T^ + A T4 = 0, 
sowie for alle Punkte, für welche 

T"' = A Ti — ftT* = und T"" = f* T2 + XTz= 0. 

Die Ebenen T bilden ein Büschel mit Ti T^ , 

rpff rn m 

rpftf nn 'p 

» n ■'■ n r) * n •'■l ■'■4» 

rpVr rp rp 

ji rt ■'■ V n n n ^2 ■'-Z» 

Durch Yariation der Coefficienten X(i geht aus der Durchdrin- 
gung je zweier demselben Afi zugehörigen Ebenen T' und T" das 
eine System, und je zweier zusammengehörigen Ebenen T"' und 
T^ das andere System von in der Fläche enthaltenen Geraden hervor. 

Man schHesst hieraus leicht: Die Geraden eines Systems 
schneiden sich nicht. Jede Gerade des einen Systems 
schneidet jede Gerade des andern. 

Um nachzuweisen, dass jeder Punkt xl^ welcher der Gleichung 

Ti Tj + T3 T4 = 

entspricht , auf dem Durchschnitt zweier Ebenen 

liegt, wähle man Ajti so, dass, wenn T,- fiir die Coordinaten von P' 
in T/ übergeht, 

XT,' + fiTs' = 0, also Ti'=— ^T^'. 

Da nun P' die Gleichung erfüllt : 

T/ T2' — T3' T/ = 0, 
so ergiebt sich nach der Substitution des Werthes für Tii 

p.T^ — ITl = 0, 
d. i. "P erfüllt die Gleichungen zweier zusammengehörigen Ebenen 
T und T". 

Ebenso, laast sich beweisen, dass jeder Punkt der Fläche auf 
dem Durchschnitte zweier Ebenen V" und jT'^ gelegen ist. Mitbin 
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gehen durch jeden Punkt der Fläche zwei Gerade, die ganz der 
Fläche angehören, q. e. d. 

Jede Tangentialebene enthält die durch den Berüh- 
rungspunkt gehenden Geraden der Fläche. 

- D^nn wenn a?ia?i' die Coordinaten zweier auf einer Geraden 
der Fläche gelegenen Punkte sind, so gehört auch der Punkt der 
Fläche an , dessen Coordinaten nach den Formeln gebildet sind : 

X, = Vxi + v'x'i, V + r = 1. 

Setzt man dies in die Gleichung / = ein , so entsteht 
AV + A"V" + 2A'A"(/'i'a;i" +/,'«," +/»'a'3" +/4'a;.") = 0; 
da nach der Voraussetzung 

/' = Ound/"==0, 
so ist auch 

/i'^i" + /s'aJä" + /»'«s" +//«'«" = 0; 
der Punkt x*l genügt demnach der Gleichung der Tangentialebene 
in o^i, q. e. d. 

Ausser diesen Geraden kann es keine Geraden auf 
der Fläche geben. 

27. Die analoge Untersuchung für Plancoordinaten ergiebt: 
Wenn von den Coefficienten der Gleichung 9 = (also 
auch von/= 0) drei dasselbe Zeichen haben, so giebt es 
kein ebenes Büschel, das aus lauter Ebenen der Fläche 9p 
zusammengesetzt ist. 

Denn dann müsste durch jeden Tetraedereckpunkt eine solche 
Büschelebene gehen, es müsste also jeder Tetraedereckpunkt eine 
Ebene von 9? = enthalten. Sind aber z. B. (X,x(^a^ positiv, «4 
negativ , so enthält der Punkt 1*4 = keine reelle Tangentialebene 
der Fläche. 

28. Sind von den Coefficienten in derGleichung ^ = 
(also auch in / = 0) zwei positiv und zwei negativ, so 
giebt es unzählig viele Büschel aus Tangentialebenen. 
Jede Tangentialebene gehört zwei solchen Büscheln an. 

Denn in diesem Falle kann man die Gleichung schreiben: 

(p^a^u^ — a|w| -f a^u^ — a|i*^ = 0, oder 

= («1 1*1 + «2 %) («1 Wl — «2 W2) + («8 M« + «i^iXas Us — «4 W4) = 0. 

Man kürze ab 

Pb ^ «a% + «4W4, -P4 ^ ö^«*3 — a4«*4« 
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Alsdann enthält (p alle Ebenen, für welche zugleich 

sowie alle Ebenen, für welche zugleich 

P'" =lPy + flP, = 0, P'^= ^P, - kP,=0, 

Die Punkte P' bHden eine geradlinige Reihe mit Pj und P3, 

Da durch das Verhältniss. A : ^ die zusammengehörigen Punk- 
tenpaare P'P" und P^'P'^ eindeutig bestimmt sind, so folgt, dass 
keine Ebene zwei Büscheln des Systems P' P" oder bezie- 
hentlich P"' p^ gemeinsam sein kann, oder dass von den 
Büschelaxen P* P'\ sowie von denen p" p^^ keine die an- 
dere schneidet. ' 

Jede Axe des einen Systems schneidet jede Axe des 
andern. 

Es müssen sich dann immer vier Zahlen aßy d finden lassen, 
durch welche für vier Werthe Xfik' [i' die Identität erfüllt wird : 

aP' + ßP" = yP"' + dP'\ 

Dies führt auf vier für a/S yd lineare Gleichungen; die Determi- 
nante dieses Systems 
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verschwindet, also ist die Wahl immer ausführbar, q. e. d. 

Um nachzuweisen , dass jede Tangentialebene u^ von 9? = 
zwei Büscheln angehört, bemerke man, dass für % und einen da- 
von abhängigen Werth von k : fi 

P1P2 + PsP^ = und zugleich P' = 0, P" = 0, 
sowie 

Pi P2 + P3 P4 = und zugleich P"' = , P*"^ = 0. 

Aehnlich, wie den analogen Satz für die vorhergehende Unter- 
suchung in Punktcoordinaten , beweist man: 

Die beiden Axen, welche eine Tangentialebene ent- 
hält, schneiden sich im Berührungspunkte. 

Es fallen hiernach die Axen der aus lauter Tangentialebenen 

9eger, Analytische Geometrie. 9 
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zasammei^gesetzten Büschel und die aus lauter Punkten der Fläche 
hestehenden Geraden zusammen. 

29. Lehrsatz: Beim üehergange von einem sich 
selbst conjugirten Tetraeder zu einem andern bleibt die 
Summe der Coefficienten in der Gleichung /= 0, sowie 
in der Gleichung <p = unverändert. 

Beweis: a) fCLr die Constanz der Summe der Coefficienten in 
/=0. 

Transformirt man nach §.3,3, so erfüllen die Coefficienten 
folgende Bedingungsgleichungen, wenn das neue System ein sich 
selbst conjugirtes ist: 

^•' a, af af = 0. 

Für h und l wähle man je zwei verschiedene der Nummern 
12 3 4, so erhält man die nothwendigen und ausreichenden sechs 
Bedingungen. 

Die Coefficientensumme in der transformirten Gleichung ist 

S = Eai{ax^^'' + a^^^^ + «3^02 ^ «^(02). 
Fügt man zu dieser Summe die sechsi Formeln 

— 2 ^« a,- af af cos y^ = 0, 
so erhält man 

Z «.(ai^*")« + a2^*>2 4- (H^^^ + 04W2 — 2 ai* (Wcos y^ — 2 ai* «3* cos y^ 
— 2ai* üi^ cos y 14 — 2 02' «3* cos y^z — 2 ag* 04« cos y^^ — 2 03« «4» cos ^34). 
4 Nach den in §.3, 2) enthaltenen Voraussetzungen über die 
Coefficienten der Transformationsformeln sind die Coefficienten der 
a,- in dieser Summe gleich der Einheit; also ist 

S =r ai + «2 + «8 + «49 

q. e. d. 

Beweis: b) für die Constanz der Summe der Coefficienten in 
9 = 0. 

Transformirt man nach §. 3, 7), so erfüllen die Coefficienten 
nach der Voraussetzung folgende sechs Gleichungen : 

*a}afaf = 0,kl zwei verschiedene von 12 34. 

Die Coefficientensumme der transformirten Gleichung ist 

S = 2;a^(«i(02a2(02 -f „3(02 ^ a^(02). 

Fügt man die sechs Formeln hinzu: 

>o erhält man 

S = 2; «.-(«,• + «»' -f «3* + «40*- 
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Da nun nach den Voraussetzungen des §.3,7) 

«1* + «2* + «3' + «4* = 1, 
80 folgt 

S = a, + «2 + «3 + «4, 

q. e. d. 

30. B. Classification der Flächen, deren Discrimi- 
nante von Null verschieden ist. 

I. Geradlinige Flächen; Zwei Coefficienten haben 
dasselbe Vorzeichen. 

a) «1 -f «2 + «3 + «4 = 0. 

In diesem Falle liegt der Pol der unendlich fernen Ebene — 
d. i. das Centram der Fläche — unendlich fern, denn seine Glei- 
chung ist 

«1 Wl + «2 «2 + OC3 «3 + «4 «*4 = 0. 

Dies charakterisirt das hyperbolische Paraboloid. 

b) «1 + «2 + <^3 + «4 ist von Null verschieden. 

Von den beiden Coordinaten des Mittelpunktes sind hier stets 
zwei negativ, zwei positiv. Das Centrum liegt also für alle sich 
selbst conjugirten Tetraeder in einem der sechs den Kanten anlie- 
genden Räume. 

Wählt man das Centrum selbst als Tetraederecke, so bleibt jene 
Lage des Centrums ungeändert, also wei*den zwei Coefficienten der 
transformirten Gleichung negativ, einer positiv; die Gleichung in 
Punktcoordinaten erhält also die Form 

— - a^x^ -^ a^x^ + a^xl +1 = 0. 

Hierdurch wird das einschalige Hyperboloid charakterisirt. 

IL Nicht geradlinige Flächen. Drei Coefficienten ha- 
ben dasselbe Vorzeichen. 

a) «1 4- «2 + «3 4- «4 = 0. 

Das Centrum liegt unendlich fern; der Gleichung gehört das 
elliptische Paraboloid zu. 

In jedem von a) verschiedenen Falle kann man die Gleichung 
so umbilden, dass 

«1 + «2 + «3 -I- «4 > 0. 

b) Drei Coefficienten sind positiv, einer negativ. 

In diesem Falle hat' das Centrum drei positive Coordinaten, 
liegt also in einem der vier einer Tetraederfiäche aussen anliegenden 
Räume. Wählt man den Mittelpunkt als den einen Tetraederpunkt, 
so wird demnach die Gleichung zu 

9* 
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- a^x^ + aix^ + alxi +1=0. 
Dies ist die Gleichung des zweischaligen Hyperboloids, 
c) Drei Coefficienten sind negativ, einer positiv. In 
diesem Falle hat das Centram drei negative Coordinaten, liegt in 
dem äusseren Scheitelraume einer Tetraederecke. Bezieht man die 
Gleichung auf ein Tetraeder, welches das Centrum als Eckpunkt 
enthält, so wird die Gleichung 

a^xf + alx^ + alxi -1=0; 
sie repräsentirt also das Ellipsoid. 

30. Bezieht man die Gleichungen der Flächen auf ein Tetraeder, 
von welchem ein Eckpunkt (A4) unendlich fern ist, so geht nach 
§. 4, 3 die Gleichung zwischen den homogenen Plancoordinaten in 
eine nicht -homogene Gleichung zwischen den Abschnitten der varia- 
beln Ebene auf den nach dem unendlich ferpen Punkte gezogenen 
Geraden (also auf Geraden, die durch Äi A^ A3 parallel mit dem der 
Ebene Ai Aq Az conjugirten Durchmesser gezogen sind) über. 

Die eine Coordinate des Centrums wird gegen die anderen ver- 
schwindend klein, aber die Vorzeichen der Centrumcoordinaten , die 
für die Fläche charakteristisch sind, bleiben unverändert. 
Hiemach wird die Gleichung 
des einschaligen Hyperboloids: «i^t^i^ + a|f;| — alvl = 1, 
des Ellipsoids: a^v^ — u^v^ — a^v^ = 1. 

Da unter den nicht verschwindenden Coordinaten des Mittel- 
punktes beim Ellipsoid hier stets zwei negativ sind und eine positiv 
ist, so folgt, dass in der Gleichung des Ellipsoids, wenn sie in der 
angegebenen Form [nicht mit ( — 1) erweitert] geschrieben wird: 

al — ö6| — «3* > 0. 

Die Gleichung des zweischaligen Hyperboloids nimmt in 
diesem Falle zwei verschiedene Formen an. Legt man das Tetra- 
eder so, dass der Mittelpunkt im Innern des Dreiecks AiA^Ai 
liegt, so wird das Glied constant, welches in den negativen Coef- 
ficienten multiplicirt ist; die Gleichung erhält also die Form 

a) alvl + alvl + a|f;| = 1. 

Der Tangentialpunkt einer Ebene Vx v<iV^ hat die Gleichung 

(AiVxVx +- tx.^v^v<i + «aVa'vs = 1, 
wo also 

«>7 + «|t;'| + «1^1 = 1. 
Aus beiden Gleichungen folgt, dass es keine Tangentialebene 
^k giebt, deren Tangentialpunkt in der Fläche ^4, d. i. in 
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e;i = , V2 = , Va = 

liegt. Die Schlussfolgerung ist umkehrbar, mithin hat die Gleichung 
des zweischaligen Hyperboloids dann und nur dann die Form a) mit 
drei positiven Coefficienten , wenn die Diametralebene Ai A2 Äs die 
Fläche nicht schneidet. 

Legt man hingegen das Tetraeder so, dass der Mittelpunkt 
ausserhalb desselben liegt, wobei er dann stets in einem der einen 
Kante, aussen anliegenden Fläch entheile sich befindet, so wird ein 
mit positivem Coefficienten behaftetes Glied constant; die Gleichung 
erhält jetzt die Form 

b) a>2'— a.fv^ — a^vl = 1. 

In diesem Falle schneidet die Diametralebene -4i -4.2 -^3 die Fläche. 
Da zwei von den nicht verschwindenden Coordinaten des Centrums 
positiv sind, die dritte negativ ist, so folgt weiter, dass hier stets 

«2 — «2 _ ^ 2 ^ Q 



31. Ist eineOberfläche zweiter Ordnung einemTetrae- 
der eingeschrieben, so liegen die vier Geraden, welche 
die Ecken mit den Berührungspunkten der Gegenseiten 
verbinden, auf einem Hyperboloid. 

Ist eine Oberfläche zweiter Ordnung einem Tetraeder 
umschrieben, so liegen die vier Geraden, in welchen die 
Tetraederebenen von den Tangentialebenen an den Ge- 
genecken geschnitten werden, auf einem Hyperboloid. 

Auf das umschreibende Tetraeder bezogen, hat die Fläche 
zweiter Ordnung die Gleichung 

«12^1^2 + ••• + «34%% = Ö» 
Die vier Tangentialpunkte der Tetraederfiäche haben die Gleichungen : 
auf ^1 : Pi ^ «12% + «13^3 + ai4«4 = 0, 
8iXl£ g^: P2 ^ «12 «l + «23 «*3 + «24 W4 = 0, 
auf 5^3: P3 ^ «13 Wi + «28^2 + «34 «*4 = 0, 

a,nf g^: P4 ^ a^^Ui -f «24 «^2 + «342*3 = 0. 
Der erste Theil des Satzes ist bewiesen, sobald jede Gerade, 
welche die drei Geraden ^1 Pi , ^2^2» -^3-^3 schneidet, zugleich 
auch durch die vierte A4P4: geht. 

Jeder Punkt der Geraden ^<P,- hat eine Gleichung von der 

Form; 

Hi = iiiUi + P, = 0, 
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Nimmt man nun auf Ai P] einen Punkt 

77i =^iWi + Pi = 

willkürlich an, und hestimmt zunächst fC2 so, dass die Gerade von 
JTi nach 

n^ = ihU2 + p^ = o 

die dritte Gerade Ä^Ps schneidet; dann so, dass i7ii72 die Gerade 
Ä4P4 schneidet, so müssen diese Werthe von f4 identisch sein. 

Damit die Gerade IIi TI^ durch A%Pz geht, d. i. einen Puiüct 
von der Form 

Uz = fiatta + -P3 = 
enthält , müssen fi2 Ih^l so bestimmt werden , dass 

/7i = Ä/Ja = IHz, 

indem man die Coefficienten der Coordinaten vergleicht, erhält man 
hieraus das System: 

Ih = ^«12 + laiz, 

ÖI2 ^= »f*2 1 •Öf28» 
«14 = ÄJa24 + lOsi. 

Die erste und letzte Gleichung liefern: 

j^ __ fii 034 — ai4 Ois __ au ai2 — fh 024 

0^12 0^4 "~: <^24Ö»13 013034 — 024^13 

Aus der zweiten Gleichung folgt dann: 

9 I 
a; fi3 = — — . 

f*l«34 — «14 013 

Soll hingegen die Gerade /7i iTj durch ^4p4 gehe», so hat man 
|Li2 fA4 (» <5 gemäss der Identität zu bestimmen : 

/7, =Qn, + (5/74, 
welche das System liefert: 

(h = QCI12 + <JOl4, 

O12 = Pf*2 + 0024, 

018 =^ 023 + ö 034 , 

Oi4 = PO24 + <^fi4- 

Aus der ersten und dritten Gleichung erhält man: 

^ iM^4 — 0^13 «14 ^ «13 0^12 f*l «23 

9 — ', o = • 

O12O34 — Ö23fl»14 0^12 0^84 — (hz^li 

Substituirt man diese Werthe in die zweite Gleichung, so findet 
man 



b) f*2 = 
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f*lÖ34 — «18 014 

dieser ^erth ist in der mit dem unter a) berechneten identisch; 
q. 6. d. 

Der Beweis für den zweiten Satz verfolgt einen ganz ähn- 
lichen Gang. 






Collineation von Punktgeraden, Strahlenbüscheln und 

Ebenenbüscheln. 

§. 1. 

Kurze Darstellimg der Collineation ohne Benutzung homo- 
gener Coordinaten. 

1. Die Punkte zweier Geraden, die Geraden zweier Büschel, 
die Ebenen zweier Büschel sind collinear verwandt, wenn jedem 
Punkte der einen Geraden ein und nur ein Punkt der andern, jeder 
Geraden des einen Büschels eine und nur eine des andern, jeder 
Ebene des einen Büschels eine und nur eine des andern entspricht. 

2. Collineare Punktgerade. Um die collineare Verwandt- 
schaft zweier Punktgeraden analytisch auszudrücken , wähle man 
auf jeder derselben einen Nullpunkt und setze auf jeder eine posi- 
tive Richtung fest, so dass die Strecke AB zwischen zwei Punkten 
einer Geraden positiv oder negativ gerechnet wird, je nachdem man 
von Ä nach B in der positiven oder in der entgegengesetzten Rich- 
tung gelangt. Jeder Punkt der beiden Geraden ist nun eindeutig 
bestimmt, wenn man Grösse und Vorzeichen seiner Entfernung vom 
Nullpunkte der betreffendOTi Geraden angiebt. Die verschiedenen 
Punkte jeder Geraden mögen durch Indices unterschieden werden 
und zwar so, dass je zwei entsprechende Punkte denselben Index 
erhalten; mit Pt (wo k für verschiedene Punkte verschiedene ganze 
Zahlen bedeutet) mögen die Punkte der einen Geraden, mit P^' der 
Pjt entsprechende Punkt der andern Geraden bezeichnet werden. 
Sind A und B die beiden Nullpunkte, so werde APk mit y^, BPj! 
mit yil bezeichnet. 
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Der Definition nach besteht zwischen den y und t/ entsprechen- 
der Punkte eine Gleichung, die für jede dieser Coordinaten vom 
ersten Grade ist, also folgende allgemeine Form hat: 

a) ayf/ + fty -f c^ + d = 0. 

Die Definition und diese Gleichung lehren leicht, dass die 
Punkte zweier Geraden, welche mit denen einer dritten collinear 
verwandt sind, auch unter sich in collinearer Verwandtschaft stehen. 

3. Die CoUineationsgleichung enthält drei unabhängige Con- 
stante. Durch jedes gegebene Paar entsprechender Punkte erhält 
man eine lineare Gleichung der Gonstanten. Die CoUineation zweier 
Punktreihen ist demnach durch drei Paare entsprechende Punkte 
bestimmt. 

Hieraus folgt: Wenn zwei auf einander liegende Punktreihen 
collinear sind und drei Paar entsprechende Punkte gemein haben, 
80 sind sie identisch. 

Zwei auf einander liegende collinear e Punktreihen haben höch- 
stens zwei Paar sich deckende entsprechende Punkte (zwei Doppel- 
punkte). 

Sind XiXi\ o^x^^ x^x^ die Abstände vom Nullpunkte (Coordi- 
naten) füi* drei Paar entsprechende Punkte, so ist die CoUineations- 
gleichung : 



b) 



X X ^ 
X\ Xi\ 
X.2 Xq', 
Xz Xz\ 



X, 


x', 


1 


Xi 


X,' 


1 


X2 


Xi 


1 


Xz 


Xz 


1 



= 0. 



Wählt man das eine Paar entsprechende Punkte zu Nullpunk- 
ten, so wird in der CoUineationsfonnel a) das Absolutglied d gleich 
Null, die Gleichung also zu 

c) axx' -{- hx -{■ ex' = 0. 

Sind ausser den Nullpunkten noch zwei Paar entsprechende 
Punkte XiXi\x.,X2 gegeben, so folgt aus c) die CoUineationsgleichung 



d) 



X x\ X, X* 



X[ Xi 



I 



Xi 



= 0. 



Xi 

x<iXi y^ x/ 

4. Entsprechen sich die Nullpunkte -Po^o' und ausserdem die 
Punktpaare PiP/, ^2^2, ^i^/, so ist die Gleichung d) erfüUt: 



Xi Xi j iCi , Xi 



X2'002 , X^j X2 
XzXz I Xzi Xz 



= 0. 
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Man multiplicire die zweite Golonne mit Xx\ die dritte mit Xi 
und Bubtrahire die erste Golonne von der zweiten und der dritten. 
Die neue Determinante verschwindet dann gleichfalls: 



0, 

— ^^j iPa'^i — x^X2 
XsXs, x^Xi — aJaiPs', x^Xi — x^x^' 



X^X^', XiXi' 



= 0. 



Diese Determinante reducirt sich auf die folgende : 

= 0,- 



a?2 a?! — X2X2, Q^ Xi — X^X^ 



X^Xy XiXz\ 



X% X\ O^X-i 



d. i. auf die Proportion 

V X'i x^ 



x^ 



I 



Xz 



X2 — Xi X-i — Xi 

für die man schreiben kann : 

Pj Po -P3 Po 



X2 — Xi 



X,' — xr 



f) 



P/Po' P/Po' 



P,P, • P3P1 Ps'Pi' • P,'P,' 
Sind AB CD vier Punkte einer Geraden, so heisst 

CA DA 



CB ' DB 

das Doppelverhältniss der Punkte AB CD. Demnach ergiebt 
sich der Satz: 

Sind zwei Punktgerade collinear verwandt, so ist das 
Doppelverhältniss von vier Punkten der einen Geraden 
gleich dem Doppelverhältniss der vier entsprechenden 
Punkte der andern Geraden. 

Wird zu drei festen Paaren entsprechender Punkte PoPo',PiP/, 
P2-P2' jedes andere Paar PP' so bestimmt, dass die Doppelverhält- 
nisse von P0P1P2P und Pq Pi P^' P einander gleich sind, so ist, 
wenn man Po Po' zu Nullpunkten wählt: 



Xy 



X 



Xi 



X 



X2 — Xi 

Hieraus folgt: 

X2X1 



X Xx 



— X2 X2 
X Xi X x\ 



I 



OO2 — Xi 



X% X\ X^ OO2 



od — Xx 



J 



X Xi 



Dies ergiebt weiter: 



Xi Xi', 







X X 







= 0. 



X2 Xi ^ X^Xx — wt/2 ^3 , 3l>2 Xi '— X2 X2 
X X\ X Xx —"X x\ x' Xx — X x' 



= 0. 
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Fügt man. die erste Colonne zur zweiten und dritten und diyi- 
dirt die beiden letzteren durch X\ und X\^ so folgt 



X\ X\ , X\^ X\ 

x^ x^ , x^^ x<i 



X X y Xf 



m 



= 0, 



oder bei anderer Anordnung der Zeilen: 

X X y Xy X 

Xi Xi Xi Xi = 0. 

0/3 0^ X2 X2 

Demnach gilt die Umkehrung des obigen Satzes: 

Wird zu drei Paar entsprechenden Punkten PqPq^ 
PiPi', P2P2' jedes vierte Paar PP' so bestimmt, dass die 
Doppelverhältnisse P0P1P2P und Po'Pi'Pg'P' einander 
gleich sind, so sind die Punktreihen collinear verwandt. 

Es ist folglich dann das Doppelverhältniss von irgend vier 
Punkten der einen Geraden gleich dem der vier entsprechenden der 
andern Geraden. 

6. Dem unendlich fernen Punkte P^ entspricht ein Punkt G', 
dessen Coordinate ist 

OJ' = — - ; 
a 

dem unendlich fernen Punkte P^ entspricht ö, für welchen: 



X == 



a 



Diese beiden Punkte G G\ welche den unendlich fernen Punkten 
-^»"^00 entsprechen, heissen die beiden Gegenpunkte der coUinea- 
ren Geraden. * 

6. Das Product der Abstände zweier entsprechenden Punkte 
von den beiden Gegenpunkten ergiebt: 



GP. G'P = U^. ^)(x' + ^) = ^x' + ^ + ^ 

\ aj\ aj a a 

, bx . cxf d 

Da nun a?a? H » — = 0, so folgt: 

a a a 



hc 



g) 



GP.a'p = 



hc — ad 

02 



Das Product der Abstände zweier entsprechenden 
Punkte von den beiden Gegenpunkten ist constant. 
Man sieht leicht, dass dieser Satz umkehrbar ist: 
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Wird zu zwei Punkten zweier Geraden jedes Paar 
entsprechende Punkte so bestimmt, dass das Product der 
Abstände je zweier entsprechenden Punkte von den ge- 
gebenen Punkten constant ist, so sind die beiden Punkt- 
reihen collinear verwandt und die beiden gegebenen 
Punkte sind die Gegenpunkte der collinearen Reihen. 

7. Gleiche und entgegengesetzt gleiche entsprechende 
Strecken. 

Um die Enden P2-P2' der von zwei entsprechenden Punkten 
Pi Pi' ausgehenden gleichen Strecken zu erhalten, hat man P2P2 
so zu wählen, dass 

öPi — GP, = e'Pi' — &Pi\ 

Setzt man abkürzend GPi = p, G' Pi = p\ so erhält man 

G'P^' =p' ^p + GP2. 

Setzt man. dies in 

G'Pjr' . ÖP2 =p .p' 
ein, so erhält man: 

GPi -(p-p')aPi— pp' = 0. 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind p und — p\ 

Die erste Wurzel liefert das unbedeutende Resultat P^ P^ 
= Pi Pi. Die zweite Wurzel liefert mit Hülfe von g) 

G' P,' = - p, 

und man sieht, dass in der That 

GPi — aP, = G'P/ — ff'Pa' =p + p\ 

Jedem Paar entsprechender Punkte PiP/ ist demnach 
ein und nur ein PaaV entsprechende Punkte P2P2 so zu- 
geordnet, dass die Strecken PjPi und Pa'Pi' einander 
gleich sind. 

Für die Endpunkte P^ P^ entgegengesetzt gleicher von Pi Pi 
ausgehender Strecken ist 

ÖPi — ÖP2 = - (ff'Pi' - G'P^') 
G'P^'^p' -hp — ÖP3 
(^P!-(P' + P)GP2 +PP' = 0. 
Piese Gleichung hat ausser der nichtssagenden Wurzel j> die Wurzel 

ö P, = p'. 
Hieraus folgt 

G'Pt' ^ P, 
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so dass in der That 

6P, - GP, = - (ö'P,' - ö'P/) =p-v'. 

Jedem Paar entsprechende Punkte Pi P^' ist ein und 
nur ein Paar entsprechende Punkte P2P2' so zugeordnet, 
'dass die Strecken Pi P2 und Pi'Pj' entgegengesetzt 
gleich sind. 

Ist l)c — ad positiv oder negativ, so haben GP und & P für 
jede zwei entsprechende Punkte gleiche oder ungleiche Zeichen. Im 
erstem Falle schliessen je zwei gleiche entsprechende Strecken die 
Gegenpunkte ein, und je zwei entgegengesetzt gleiche Strecken 
schliessen dieselben aus; im zweiten Falle liegen G und G' inner- 
halb von je zwei entgegengesetzt gleichen Strecken und ausserhalb 
von je zwei gleichen Strecken. 

8. Wenn von zwei collinearen auf einander liegen- 
den Punktgeraden ein Paar entsprechende Punkte sich 
decken, so deckt sich stets noch ein und nur noch eii^ 
Paar entsprechende Punkte. Oder: 

Wenn zwei auf einander liegende collineare Punkt- 
reihen einen Doppelpunkt haben, so haben sie stets und 
nur noch einen Doppelpunkt. 

Denn wenn Pi und P\ sich decken und es fallen die positiven 
Richtungen der beiden Geraden zusammen, so decken sich die bei- 
den von dem Doppelpunkte Pi P\ ausgehenden gleichen entsprechen- 
den Strecken, ihr gemeinsamer Endpunkt enthält das zweite Paar 
sich deckende entsprechende Punkte. 

. Fallen die positiven Richtungen nicht zusammen, so decken 
sich die vom Doppelpunkte Pi Pi ausgehenden entgegengesetzt 
gleichen Strecken, und ihr Endpunkt liefert den zweiten Doppelpunkt. 

Sind zwei auf einander liegende Punktreihen auf denselben 
Nullpunkt bezogen und haben sie die positive Richtung gemein, 
so sind die Coordinaten der Doppelpunkte die Wurzeln der quadra- 
tischen Gleichung: 

h) ax^ 4- (6 4- c)ä; + d = 0. 

In Üebereinstimmung mit dem oben Erörterten liefert diese 
Gleichung zwei Doppelpunkte oder keinen Doppelpunkt. In einem 
speciellen Falle können die beiden reellen Wurzeln zusammenfallen. 

Sind die positiven Richtungen gemeinsam, so tritt dieser 

6c — aä 

ist und wenn die beiden Punkte auf einander gelegt werden, für 



Fall dann ein, wenn der invariante Quotient negativ 
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welche p = — Jp'. Denn dann sind die von ihnen aasgehenden 
entsprechend gleichen Strecken gleich Null, Anfang»- und Endpunkte 
fallen in einen Punkt. 

9. Aehnliche Punktreihen. Ist in der CoUineations- 
gleichung der Coefficient des ersten Gliedes Null, so sind die Punkt- 
reihen ähnlich. 

Es haben dann zwei entsprechende Strecken^ ein constantes 
Verhältniss ; an die Stelle der Gleichheit der Doppelverhältnisse tritt 
die Gleichheit der einfachen Verhältnisse: 

P2 -Po • -P2 -Pi ^=^ -P2 Po • P2 -Pi • 

In ähnlichen Punktreihen entsprechen sich die unendlich fernen 
Punkte; die Gegenpunkte liegen unendlich fern. 

Auf einander liegende ähnliche Punktreihen haben stets einen 
Doppelpunkt; haben sie denselben Nullpunkt und gleiche positive 
Richtung, so erhält man dessen Coordinate aus 

(h + c)x + d = 0. 

Der Doppelpunkt ist unendlich fern, wenn 6 = — /C; in diesem 
Falle sind je zwei entsprechende Strecken entgegengesetzt gleich, 
die beiden Punktreihen gleichsinnig congruent. 

Dieses Eesultat lässt sich mit dem entsprechenden bei nicht 
ähnlichen coUinearen Reihen vereinigen; denn die unendlich fernen 
Punkte einer Geraden (die hier nur als ein Punkt zu zählen sind) 
liegen auf einander und entsprechen sich, bilden also den zweiten 
Doppelpunkt ähnlicher Reihen. 

10. Involutorische Punktreihen. Zwei ^collineare auf 
einander liegende Punktreihen sind involutorisch oder in Involution, 
wenn jedem Punkte 77 des Trägers (d. i. der Geraden, auf welcher 
die beiden Punktreihen liegen) ein und derselbe Punkt 77i entspricht, 
gleichviel, ob man 77 als einen Punkt des ersten oder des zweiten 
Systems ansieht. 

Hieraus folgt, dass bei involutorischen Punktreihen die Gegen- 
punkte zusammenfallen. Es ist demnach 

= , d. 1. = c. 

a a 

Die Collineationsgleichung wird, demnach zu 

i) axx' + h(x + x') + d = 0. 

Die nach dieser Gleichung bestimmten entsprechenden Punkte 
genügen der obigen Definition; denn die Gleichung ist symmetrisch 
für X und x\ 
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Sind demnach bei zwei auf einander liegenden gleichgerichteten 
collinearen Punktreihen die Gegenpunkte in einem Punkte des Trä- 
gers vereint, so befinden sich die Punktreihen in Involution. 

Der - gemeinsame Gegenpuukt zweier involutorischen Reihen 
heisst der Centralpunkt derselben. 

Zwei involutorische Punktreihen sind durch zwei Paar ent- 
sprechende Punkte bestimmt. Sind PiP/, P2-P2' als Paare ent- 
sprechender Punkte zweier involutorischer Reihen gegeben, so ist 
die Involutionsgleichung für die Coordinaten von je zwei ent- 
sprechenden Punkten: 

X oi^ (x •\- x% 1 

k) XxX^ {xx + i»iO 1 = 0. 

X.iXi (x.i + x{) 1 
Ist C der Centralpunkt, so gilt für je zwei entsprechende Punkte 

1) CT^cp = ^lll±i., 

Je nachdem 6^ — ad positiv oder negativ ist, haben die beiden 
Reihen zwei oder keinen Doppelpunkt. 

Sind zwei Doppelpunkte vorhanden, so sind ihre Coordinaten 
die beiden Werthe von 



V 



h^ — ad 



a2 ' 

mithin ist der Centralpunkt die Mitte der beiden sich deckenden 
entsprechenden Strecken. 

Sind A und B die beiden Doppelpunkte und P und P' zwei 
entsprechende Punkte, so folgt aus dem Uuistande, dass den Punk- 
ten P und P', als Punkte der einen~ Reihe betrachtet, die Punkte P' 
und P der andern Reihe entsprechen (nach der Definition zweier 
involutorisch verwandten Reihen), die Beziehung: 

PA P'A _ PA PA 
PB '' P'B ~ PB '' PB\ 
Dies ist nur möglich, wenn 

PA PA _, 
PB' PB~- 
Da nun P und P zwei verschiedene Punkte sind, so kann das Doppel- 
verhältniss der Punkte ABPP den Werth + 1 nicht haben; es 
ist demnach: 

PA PA 



PB PB 
Dies ergiebt den Satz: 
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In zwei aufeinander liegenden involutorischenPunkt- 
reihen mit zwei Doppelpunkten ist jedes Paar ent- 
sprechende Punkte den Doppelpunkten harmonisch con- 
jugirt. 

Man sieht leicht, dass man diese Schlussfolgerungen umkehren 
kann ; es folgt dann der Satz : 

Wenn man zwei Punktreihen auf derselhen Geraden so 
construirt, dass jedes Paar entsprechende Punkte einem 
festen Punktpaare harmonisch conjugirt ist, so sind die 
beiden Punktreihen in Involution und haben das feste 
Punktpaar zu Doppelpunkten. 

11. Collineare Geradenbüschel. um die Collineation 
zweier Geradenbüschel analytisch auszudrücken, hat man die Lage 
der Geraden eines Büschels durch ein Bestimmungsstück (Coordi- 
nate in weitester Bedeutung) zu charakterisiren , das so beschaffen 
sein muss, dass zu jeder Geraden des Büschels ein und nur ein 
Werth der Coordinate, und zu jeder zwischen — oo bis -|- ^ ßi^t- 
haltenen Coordinate eine und nur eine Gerade gehört. 

Hierzu empfiehlt sich z. B. das Verhältniss der Abstände einer 
Geraden von zwei festen Punkten, die mit dem Büschelcentrum 
nicht in derselben Geraden liegen; wobei man dieses Verhältniss 
positiv oder negativ zu nehmen hätte, je nachdem die Gerade bei 
dem Punkte auf derselben oder auf verschiedenen Punkten der 
Geraden liegen. Diese Bestimmungsweise schliesst sich den homo- 
genen Plancoordinaten^an. 

Ebenso verwendbar ist die Tangente (oder Cotangente) des 
Winkels, den die Gerade mit einer beliebig gewählten Büschelgera- 
den (der Nullgeraden) bildet, wobei eine Drehungsrichtung für posi- 
tive Winkel, die entgegengesetzte für negative Winkel zu verwen- 
den ist. 

In den folgenden Untersuchungen wird von dieser letztern Be- 
stimmungsweise Gebrauch gemacht. 

12. Sind V und v' die Tangenten der Winkel, welche zwei 
entsprechende Strahlen T und T' mit den Nullstrahlen der Büschel 
bilden, so ist der analytische Ausdruck für die Collineation der 
Strahlen der beiden Büschel die Collineationsgleichung : 

a) avv' -[- hv '\- cv' -\- d =: 0. 

Die Collineation" ist demnach durch drei Paar entsprechende 
Strahlen bestimmt. 

Sind die entsprechenden Strahlenpaare Ti T/, Tg Tg', Ts T3' ge- 
geben, so ist die Collineationsgleichung 
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i>) 



V v\ 


^, 


v\ 


1 


t^lVl' 


Vi 


v^ 


1 


t?2t'2' 


Vi 


V,' 


1 


VsVs 


V3 


vs' 


1 



0. 



Sind die NiiUstrahlen entsprechend, so lautet die Collineations- 
gleichung 

c) avv' •}- hv -{- cv' = 0. 

Sind noch ausserdem zwei Paar entsprechende Strahlen Ti Ti\ T2 TJ 
gegeben, so erhält man ciie Gleichung in Determinantenform: 



d) 



V V^ V, 



1^2 1?2' V2 V-i 



= 0. 



13. Aus der Gleichung d) gewinnt man die Gleichung 



«^2 



V2' 



vz 



W — Vi 



t?3 — Vi 



^2 — «^ n — ^1 

Berücksichtigt man nun, dass 

«*■« t7t, = y~^-:^^=—, sin To T, = y==;|. 

wobei von Vi + ^^ der negative oder positive Werth zu nehmen 
ist, je nachdem arctan v zwischen 90® und 270® liegt oder nicht, so 
ergiebt die obige Gleichung: 

sin T^Tq sin tTTq sinT^T^' ^ 



e) 

sin T2 Ti sin T^ Ti 

Der Quotient 

sin CA 



sinT^'Tp* 

sin TpTi ' sin T^Ti 



sin CB 



sin DA sin DB 

heisst das Doppelverhältniss der vier Geraden AB CD, Dem- 
nach lehrt die Gleichung e) : 

In zwei collinearen Büscheln ist das Doppelverhält- 
niss von je vier Strahlen des einen Büschels gleich dem 
Doppelverhältniss der vier entsprechenden Strahlen des 
andern Büschels. 

Man kann diesen Satz umkehren und erhält: 

Wenn jedes Paar entsprechender Strahlen TT' zweier 
Büschel zu drei Paar entsprechenden Strahlen 2i 2i', 
^222', TsTs so bestimmt wird, dass das Doppelverhältniss 

Heger, Analytische Geometrie. \Q 
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der Strahlen Ti T<i T3 T gleich dem der Strahlen Tj' T2 T/ T 
ißt, so sind die beiden Büschel collinear verwandt; es ist 
dann das Doppelverhältniss von irgend vier Strahlen des 
einen Büschels gleich dem Doppelverhältniss der vier ent- 
sprechenden Strahlen des andern Büschels. 

14. Gegenstrahlen. Aus der Collineationsgleichung 

avv* -\- hv '\- cv* •= 

folgen die zusammengehörigen Werthe 

c 
a 



V = 00, v' 



V Z= 00, V ^= • 

a 

Dieselben lehren, dass zwei rechtwinklige Strahlen des einen 
Büschels im Allgemeinen zwei nicht rechtwinkligen des andern ent- 
sprechen. 

Denn die Gleichung zwischen den Coordinaten zweier ent- 
sprechenden Strahlen ist für jedes beliebige Paar entsprechender 
Nullstrahleri von der Form c); und für die Normale zum Nullstrahl 
in jedem Büschel ist die Coordinate als Tangente eines rechten 
Winkels unendlich gross. 

Es kann daher nur eine beschränkte Anzahl entsprechende 
rechte Winkel geben. Man erhält dieselben, wenn man die Col- 
lineationsgleichung zu solchen Nullstrahlen transformirt , für welche 
der Coefficient des Products der Coordinaten verschwindet. 

Haben die neuen Nullstrahlen die Coordinaten m und m', so dass 

f) amm' -f- &wi + cm' = 0, 

so sind V und v' zu ersetzen durch - — ; und ; — , wenn 

1 4- vm 1 4- V m' 

die in diesen Quotienten enthaltenen Werthe v und v' die Coordi- 
naten zweier entsprechenden Strahlen in Bezug auf die neuen Null- 
strahlen sind. 

Durch diese Substitutionen erhält man die Collineationsgleichung 
für die neuen Nullstrahlen zunächst in der Form: 

(v ^ m)(v' — m') V ^ rn v* — m* 

(1 + vm){\ + v'm') "^ 1 + t;m "^ S 4- v' m' "^ ^- " 

Erweitert man dieselbe mit (1 -{- vm)(l + v' m') und berücksich- 
tigt f), so erscheint sie unter der Form 
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worin sich vorfindet 

g) Ä = a ^ hm' + cm. 

Die Coordinaten der Strahlen, deren Noimalen sich entsprechen, sind 
demnach die Wui'zeln des Systems 

amw' '{' hm -\- cm' = 
a + hm' -\- cm = 0, 

Sind nun wiiWi' ein Wurzelsystem von h), so sind — und — ; das 
zweite System; denn es ist: 

mi Wi m m mymi ' ^ 

a -\- h |-c-- = (amimi + &mi + cmA = 0. 

Wi m mim ' 

Da nun zwei Strahlen, deren Coordinaten reciprok sind, rechte 
Winkel bilden, so folgt der Satz: 

In zwei collinearen Strahlenbüscheln giebt es im All- 
gemeinen nur ein Paar entsprechende rechte Winkel. 

Diese entsprechenden Normalstrahlen mögen mit 6ri (?2 Gr\ G-^* 
bezeichnet und als Gegen strahlen def beiden Büschel angeführt 
werden. 

Werden demnach zwei entsprechende Gegenstrahlen als Null- 
strahlen gewählt, so ist die CoUineationsgleichung : 

i) hv + et;' = 0. 

15. Wählt man zwei nicht entsprechende Gegenstrahlen, z. B. 
ffi und Ö2'» zu Nullstrahlen, so sind der Winkel Gti T^ und 
( — G2 T\) complementär ; mithin e;rhält man die CoUineations- 
gleichung, wenn man in i) die auf Gi bezogene Coordinate durch 
das negative Reciproke der auf Q^' bezogenen ersetzt; bezeichnet 
man diese Coordinate wieder mit t?', so erfolgt die CoUineations- 
gleichung mit den Nullstrahlen Gi G2* 

k) hvv' -—0 = 0. 

Hierauf folgt der Satz: 

Die Tangenten der Winkel zweier entsprechenden 
Strahlen mit zwei nichtentsprechenden Gegenstrahlen 
haben ein constantes Product. Oder: Die Tangenten der 
Winkel zweier entsprechenden Strahlen mit zwei ent- 
sprechenden Gegenstrahlen haben ein constantes Ver- 
hältniss. 

10* 
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16. Entsprechende gleiche und entgegengesetzt 
gleiche Winkel. Um die Strahlen zu finden, die mit den ent- 
sprechenden Strahlen Ti Ti gleiche Winkel bilden, nehme man 
Ti T\ zu Nullstrahlen; die Collineationsgleichung sei alsdann 

avv* + 6v 4" <^^* = ö. 

Für die gesuchten Strahlen ist v -=. v*\ mithin sind dieselben die 
Wurzeln der quadratischen Gleichung 

* 

at;» + (5 + c)t? = 0. 

Dieselbe liefert ausser der nichtssagenden Lösung t? = noch eine 
Wurzel 

— — ^ +^ 
a 

und lehrt: 

Jedem Paare entsprechender Strahlen ist ein und nur 
ein Paar entsprechende Strahlen so conjugirt, dass die 
beiden Strahlen des einen Systems denselben Winkel ein- 
schliessen, wie die entsprechenden Strahlen des andern. 

Um die entsprechenden Strahlen zu erhalten, welche mit T\ T\ 
entgegengesetzt gleiche Winkel bilden, hat man in 

avv^ + ^^ + ^^' = ^ 

zu setzen v' = — v. 

Demnach folgt v aus der Gleichung 

— a t;« + (& — c) t; = 0, 
welche nur die eine brauchbare Wurzel hat: 

V = • 

\ a 

Hieraus folgt: 

Je einem Paare entsprechender Strahlen ist ein und 
nur ein Paar entsprechende Strahlen so conjugirt, dass 
der Winkel der Strahlen des einen Büschels dem Winkel 
der entsprechenden Strahlen entgegengesetzt gleich ist. 

17. Doppelstrahlen concentrischer collinearer Büschel. 
Aus den Sätzen der vorhergehenden Nummer folgt: 

Haben zwei auf einander liegende collineare Büschel 
ein Paar sich deckende Strahlen (Doppelstrahlen), so 
haben sie noch ein P^ar sich deckende Strahlen. 
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Denn decken sich T^ und T/ und fallen die positiven Richtun- 
gen der Büschel zusammen, so decken sich die beiden entsprechen- 
den Strahlen T^ T2', für welche 

tTTi = tTt,\ 

welche stets und nur ein Mal vorhanden sind. Fallen hingegen die 
positiven Richtungen der Büschel nicht zusammen, so decken sich 
die Strahlen Tg T»', für welche 

welche ebenfalls stets und nui* ein Mal auftreten. 

Zwei concentrische collineare Büschel können durch 
Drehung in der Ebene sowie durch Umwenden im Räume 
und nachherige Drehung in der Ebene auf unzählige ver- 
schiedene Weisen in eine solche gegenseitige. Lage ge- 
bracht werden, dass sie zwei Doppelstrahlen besitzen. 

Denn vollendet das eine Büschel eine Umdrehung, so kommt 
nach einander jedes Paar entsprechende Strahlen zur Deckung; in 
jedem solchen Falle lässt sich der obige Satz anwenden. 

Werden zwei auf einander liegende Büschel auf dieselbe Null- 
gerade bezogen, so lautet die Collineationsgleichung 

avv* + 5t; + c^' + G^ = 0; 

dieselbe liefert Doppelstrahlen für v = v\ also sind die Coordinaten 
derselben die Wurzeln der Gleichung 

av^ -f (& + c)v + dlj= 0. 

Hieraus folgt, dass stets zwei Doppelstrahlen oder kein Doppelstrahl 
vorhanden sind; letztere tritt ein, wenn 

(5 + c)2 — 4:ad < 0. 

18. Involutorische Büschel. Die Strahlen von zwei con- 
centrischen collinearen Büscheln sind involutorisch oder in In- 
volution, wenn jeder durch das gemeinsame Centrum gelegi^en Ge- 
raden T derselbe Strahl entspricht, wenn man T zum ersten oder 
zum zweiten Systeme rechnet. 

Bezieht man die Büschel auf denselben Nullströhl und giebt 
ihnen dieselbe positive Richtung, so tritt dies dann und nur dann 
ein, wenn die Collineationsgleichung für v und v* symmetrisch ist. 
Demnach ist die Gleichung für die Coordinaten involutorischer 
Büschel, bezogen auf denselben Nullstrahl, von der Form: 

1) avv' + h(v + t?') + ^ = 0. 
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Wählt man einen neuen Nullstrahl, der gegen den ursprüng- 
lichen die Coordinate m hat, so erhält man die Involutionsgleichung 
für diesen neuen Strahl, indem man v und v durch 

V — m , v' — m 



und 



1 -{- vm 1 -\- v'm 

ersetzt. Die neue Gleichung lautet demnach: 

a(v — m)(v' — wi) + h[(v — m)(l -\- v'm) 

4- {v' — w)(l + vm)] + d(l + vm) (1 + v'm) = 0. 

Diese Gleichung ist ebenfalls symmetrisch für v und«;'; sie bestätigt, 
dass die involutorische Lage der Büschel von der Wahl des Null- 
strahls nicht abhängt, und dass in Bezug auf jeden beliebigen Null- 
strahl die Goordinaten entsprechender Strahlen eine Gleichung von 
der Form wie k) erfüllen. 

Aus der Definition und den vorhergehenden Sätzen ersieht man 
ferner, dass hier je zwei entgegengesetzt gleiche entsprechende 
Winkel sich so decken, dass die nicht entsprechenden Schenkel auf 
einander liegen. 

Insbesondere decken sich je zwei nichtentsprechende Gegen- 
strahlen. 

Man kann diesen letztem Satz auch umkehren: 

Decken sich in zwei concentrischen collinearen 
Büscheln zwei nichtentsprechende Gegenstrahlen (also 
auch die beiden andern), so sind die Büschel in Involution. 

Denn wählt man zwei auf einander liegende nichtentsprechende 
Geffenstrahlen zu Nullstrahlen, so lautet die Collineationsgleichung 
(Nr. 15, k) 

hvv' — c = 

und ist also in der That symmetrisch für v und v'. 

Ke letztere Gleichung liefert für v = v' die Goordinaten der 
Doppelstrahlen involutorischer Büschel und lehrt: 

Zwei involutorische Büschel haben zwei oder keine 
Doppeistrahlen. Sind Doppelstrahlen vorhanden, so lie- 
gen sie symmetrisch gegen je zwei nichtentsprechende 
Gegenstrahlen. 

Die Involution ist durch zwei Paar entsprechende Strahlen be- 
stimmt; sind deren Goordinaten t;i«;/, «72 V2', so lautet die Involu- 
tionsgleichung 

V v\ V + v\ 1 

Vi Vi Vi + Vi 1 
V'i Vi Vi 4" Vi^ 1 



m) 



= 0. 
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19. CoUijaeare Eben^nbüschel. Alles hier über collineare 
und involutorische Geradenbüschel Gesagte lässt sich auch auf 
Ebenenbüschel anwenden. Nur hat man überall für Strahl oder 
Gerade zu setzen Ebene, für Büschelcentrum Büschelaxe (gemein- 
schaftliche Gerade der Ebenen des Büschels), für concentrische Büschel 
coaxiale Büschel. 

20. Zwei Paar involutorische Elemente Ei Ei\ E2E2 (Paukte, 
Geraden, Ebenen) zweier auf einander liegenden coUinearen Gebilde 
der besprochenen Art (Geraden, Büschel) sind involutorisch, wenn 
El und'j&2'» sowie E2 und Ei sich decken, in Uebereinstimmung 
mit der obigen Definition der Involution der ganzen Gebilde. Sind 
z sf die Coordinaten der Elemente, bezogen auf dasselbe Nullelement, 
so sind zwei involutorische Paare vorhanden, wenn die CoUineations- 

gleichung 

agz' 4- 5£f + cjer' + c? = 

erfüllt wird für £; = ;8fj, / = £?/, sowie für 

Hieraus folgt für Zi und Zi der Verein der Gleichungen : 

azi Zi + hzi + czi 4-^ = 

azi Zi + }>Zi -^ czi -\- d = 0. 
Die Differenz dieser Gleichungen liefert: 

(6 -^ c) (^. — ^,0 = 0. 

Dies ergiebt 

h — c = 0, oder Zi — Zi = 0. 

Demnach kommen involutorischePaare bei coUinearen 
Gebilden im Allgemeinen ni<;ht vor (denn die Lösung Zi =^Zi' 
ist unbedeutend); nur bei involutorischen Gebilden treten sie auf 
und zwar in unendlich grosser Anzahl. 

21. Folgender Satz ist für die Untersuchung von Büscheln 
oder Schaaren von Flächen zweiter Ordnung brauchbar. 

Sind die eindeutigen Coordinaten je?/ der entsprechen- 
den Elemente zweier auf einander liegenden coUinearen 
Gebilde der obigen Art so beschaffen, dass sie einer 
quadratischen Gleichung der Form genügen: 
n) A(aij?2 4. 5j;^ _|_ d) + ^1(02^2 + ^^^ _|. ^) _ 0, 

worin aihiCi 0^1.202 gegebene, l^ willkürlich variable Zah- 
len sind, so sind die beiden Gebilde in Involution. 

Denn seien Zi Zi , z^ z^i , Zz Z^ die Coordinaten von drei ent- 
sprechenden Elementpaaren, und sind A^. ^k die Werthe von A und ^, 
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für welche die Gleichung n) die Wurzeln euZjl gewinnt, so ist nach 
der Voraussetzung und nach n): 

o) 



^* + ^k = — 






ho>\ + f**«2 



Da nun die Determinante 



li Cx + fii C2 Ai 5i + fti 6a 



Al ö^l + f*'! «2 ' Aj Ol -j" f*l 0^2 ' 

A2 ai -(" l^'j^i^ ^2 ö^i ~l" ^^2 0^2 
^8 Cj + f*a C2 Agfei + ^sh 



1 



unabhängig von den Werthen Xt f**, «i 51^102^2 0-2 verschwindet, und 
dieselbe nach n) identisch ist mit 

^2^2'» (^2 + ^2')» 1 

^3^3', (^8 + ^3'), 1 

so erfüllen demnach die Coordinaten von je drei Paaren entsprechen- 
den Elementen die Bedingungsgleichung der Involution, q. e. d. 



§.2. 

Darstellung der Collineation mit Benutzung homogener 

Coordinaten. 

22. Sind iCa^ii» ^k2Xk2i ^ks^k» die Coordinaten dreier 
entsprechenden Punkte einer Geraden in der Ebene 
(Je = 1, 2, 3) oder im Räume (k = 1, 2, 3, 4), bestimmt man 
ferner oej 0S2, /3i/32 so, dass 

Xis = OCiXii + 0C2Xi2, «i +«2 = 1, 

4s = /3i4i + fta^k /3i + /Ja = 1, 

und bildet die Coordinaten für je zwei entsprechende 
Punkte nach den Formeln 
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Xjt = 



, kl ßi X ti + A g /S2 i^it2 

o;* = , 

r 

ö = Ai «1 4- A2 «3, r = Ai /3i + Aj ß2, 

so sind die beiden Punktgeraden collinear verwandt. 
Denn nach früheren Sätzen gelten die Gleichungen: 

PiPb. _ «2 PiP _ A2OC2 

Ps^i ~ a * PP2 ~ Ai a, ' 

Pl^_ß2 Py'P _ k,ß, 

P/Ps'"" /3 ' PP2'""Ai/5i' 

mithin ergiebt sich die Gleichheit der Döppelverhältnisse 
PgPi PPi P,'Pi' P'P,' 






P3P2 PP2 Ps P2 PP2 
demnach sind die Punktreihen collinear. 

Da hierbei drei willkürliche Paare entsprechende Punkte auf- 
treten, so wird hierdurch der allgemeine Fall der CoUineation zweier 
Punktreihen dargestellt. 

23. Ebenso beweist man folgende Sätze: 

Sind Tj Ti', Tg T2', T3 T3' drei Paar Gerade zweier Büschel, 
bestimmt man ferner aiOs, &j&2 so, dass 

Ukz = aiUki + OgWiKj, ai + 02 = 1, 

u'kz = bi ttii + 2)2 wi2, ^1 + &2 = 1, 

und bildet man die Coordinaten für je zwei entsprechende 
Strahlen nach den Formeln 

u, = 

«, = 

80 sind die beiden Büschel collinear verwandt; es ist auf 
diese Weise der allgemeine Fall der CoUineation dar- 
gestellt. 

Sind UiiUth ^küUiif ^is^i'ks die Coordinaten dreier Ebe- 
nen eines Büschels, bestimmt man 0102, &i &2 so, dass 

Ui3 = «iW*i + (h^i2j aj -f Ö2 = 1, 
tiis = hiuii -f bawia, h +. bj = 1, ^ 
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und bildet man die Coordinaten je zweier entsprechenden 
Ebenen nach den Formeln: 

ll eil Uli \ t2tt-2^k2 

Ut = 

c) ' 

* t 

S = /j ttj -|- ?2 «21 t = lihi -{- 72^2» 

SO sind die Ebenenbüschel collinear verwandt. 

24. Sind JR, = 0, /?{ = (i = 1, 2, 3) die Gleichungen 
dreier Paare entsprechender Punkte von zwei collinearen 
Geraden, Geraden oder Ebenen von zwei collinearen 
Büscheln in Normalform, und sind CiC^, did2 so bestimmt, 
dass 

^N Es ^CiBi -]- C2B2, ci 4- C2 = 1, 

Hb ^= diJRi -f- (^21^2) ^1 ~t~ ^2 ^^^ 1» 
so sind die (erweiterten) Gleichungen für je zwei ent- 
sprechende Punkte, Geraden oder Ebenen in der Form 
darstellbar: 

B =liCiRi + 72 C2B.2 =0 
e) 

JB ^= ?i dl Ri -^ 72 (^2 JB2 ^^ ^' 

Denn für Punktgleichungen folgt aus d) und e), wenn A und^' 
die reciproken Multiplicatoren von R und Ä' sind : 

^*3 = Ci Xjti 4- C2 Xj,2 

X*k'A = dl x\i -f- ^2 ^*2 

A Xk = li Ci Xjti ^r h<h ^*2 

A'x'k = lldiX*ki -\- l2d2Xi2. 

Für Geradengleichungen und für Ebenengleichungen folgt : 

^3 ^kS = Ci Uii + C2 %2 
^3'«*i3 = diUjti + (?2%2 

-A r % = 7i Ci Ujti + 72 C2 Ui2 
A'r'ui = 7ic7it*^i -|- l2d2Uk2' 



g) 



Hieraus folgt 



sm Ri Rq C2 Ti 

sm JBiJ? 72^2 Vi 
sm R% **2 ?i Ci ' 
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sin El R' hd^ i 



Hieraus folgt das Merkmal collinearer Büschel: 

sin R2 Ri sin R Ri sin R^'Ri sin R* Ri 
sm Ea R2 sin R R^ sin R^' R^' sin R! R^* 

25. Zwei coUineare Punktreihen werden von je zwei 
beliebigen Punkten aus durch collineare Büschel projicirt; 
in denselben entsprechen sich die Projicirenden ent- 
sprechender Punkte. 

Man denke sich zwei collineare Punktgerade beliebig im Raum 
und von zwei beliebigen Baumpunkten aus projicirt. Man lege 
durch jedes Projectionscentrum und die von ihm aus projicirte 
Gerade eine Ebene und bringe diese beiden Ebenen zur Dedkung. 
Statt in der frühem allgemeinem Lage kann man die Gollineation 
auch in der neuen bequemeren untersuchen. 

Auf ein beliebiges Axendreieck der gemeinsamen Ebene be- 
zogen, seien |jtli die Coordinaten der f*rojectionscentra, X\X\\ X^X^ ^ 
Xn x'n die Coordinaten von drei Paaren entsprechender Punkte. Dann 
sind die Gleichungen der Projectionsstrahlen je zweier entsprechen- 
den Punkte: 



T = 



h) 



= 



Xi X2 Xu 

ll £2 I3 

^lCtiXii-\-l2a^Xi2, ^iCCiXfi-^ 1^0^X22, ^l«l^l+^«2^« 

/ f / ' 

Xi Xi Xs 

ii £2 iz 

hß\X^i\-\-^ß2xfi2, ^i/^i^i+^A^ ^ißiXzi+l^ßt^ni 

Sind ÄiAi die Mnltiplicatoren , durch welche die Gleichungen der 
Punkte ^kXti und ^ix^ von der Determinantenform 



r= 



==0. 



Xi Xi x^\ 

£1 £2 I. 

Xu X^ T^ 



= 0, 



T^x X^ X^ 

f.' U fe' 

Ai X^li x!'M 



= 



auf die Normalform gebracht werden, and bezeichnet man dieselbe 
för ^tXtiinit Ti^ für {^^ mit 7?, so erhalt man aoi» h), wenn man 
rechts mit A^ und AJ djvidirt: 
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T =ki 



«1 



ÄiA 
ß 



r, + Aj 



«i 



i 



Ä,A^ 



r, = 



A 



T = 



i) 



T'= 



Ai Az A^. As 

As As 

T,' = ^, T,' + ^, T,' = 0, 
As As 

in Uebereinstimmnng mit dem Satze Nr. 24. 

26. Zwei collineare Punktreihen werden von^beliebi- 
gen Axen aus durch zwei collineare Ebenenbüschel pro- 
jicirt; es entsprechen sich dabei die Ebenen, welche ent- 
sprechende Funkte projiciren. 

Seien ^«1*2 die Coordinaten für zwei Punkte der einen, ^kitii 
zwei Punkte der andern Axe, x^x^ die Coordinaten entsprechender 
Punkte der beiden collinearen Geraden, so sind die Gleichungen für 
die projicirenden Ebenen zweier entsprechender Punkte: 

Xi X2 Xs . X/^ 

In b21 Isi £41 

Il3 I22 I32 £42 

^1 «1^11+^^2^121 ^10^12^21 + ^2 «2^2» ^\(h^Z\-\-h^^i1i ^1 «1^31 +^2 «2^42 
Xi Xi Xs X^ 

In I21 Isi I41 

llQ £22 £s2 I42 

^i/^i^i+^ft^ia, ^1^2:21+^2^2^22, ^ißix'si-^rhß^^n^ ^ißiOifa-\-hßü^'i^ 

Sind Ti = 0, T/ = die Gleichungen der Ebenen in^tiXt- 
und lii 1*2 2Ji,- in Normalform, ^,- ^{ die Divisoren, welche die 
Normalform aus der Determinantenform herstellen, so liefern die 
Formeln i): 

«1 



T« = 



AiAs 

^■' - 3737 =^'' + 



T = 



AiAa 



Ti + 






n —0 



iT,' = 



T<t =0 



^ - ix- ''■■ + s^ '■■■ = »■ 



Ai'A» 
in Uebereinstimmung mit Nr. 24. 
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27. Zwei collineare Strahlenbüschel werden von zwei 
Geraden in collinearen Punktreihen durchschnitten; es 
entsprechen sich die auf entsprechenden Strahlen gelege- 
nen Punkte. 

Man denke sich die beiden Büschel in derselben Ebene. Sind 
tiki^kü, ^hi^i2 die Coordinaten Vv>n zwei Paar entsprechenden Strah- 
len, Ujtsu'is die eines dritten Paares 



U'jcz 



li U*k\ + h «*i2, 



sind ferner u^ und ui die Coordinaten der durchdringenden Geraden, 
so haben die Durchschnittspunkte je zweier entsprechenden Strahlen 
die Gleichungen: 



P = 



k) 



P' 



Ui 4*2 % 

Ui U2 Us 

Ui Ui' Us 

?1 ^1 «11 + ^2 ^2 «<12, ^1 \ «21 + ^ Z>2 «22, ^1 2>1 wJl + ^2 ^2 «32 



= 



0. 



Diese Gleichungen lassen sich ebenso wie die in Nr. 25 mit den 
Formeln von Nr. 24 in Uebereinstimmung bringen. 

28. Zwei collineare Ebenenbüschel werden von zwei 
Geraden in collinearen Punktreihen geschnitten ; die 
Schnittpunkte entsprechender Ebenen sind entsprechende 
Punkte. 

Sind Ukiu'ki, Uk2Uk2i «««is die Coordinaten von drei Paar ent- 
sprechenden Ebenen und 

«*3 = «1«*! + a2«*2 

uU = hl «ii + &2 «i2, 

sind ferner u« U*2 zwei Ebenen , welche sich in der einen , uii uia 
zwei Ebenen, welche sich in der andern Durchdringungsgeraden 
schneiden , so sind ' die Gleichungen für die Durchschnittspunkte 
zweier entsprechenden Ebenen: 
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F = 



1) 



P= 



Uli 
Ul2 
ll «1 1*1 1 + h (^2 %2? 'l 0>\ W*il + ?2 <*2 **22» h «1 ^31 + ^2 ^2 **32» ^1 ^l ^41 + ^2 «^2 %'2 



«2 


«a 


«4 


U21 


«31 


U4I 


U22 


U82 


U42 



1*1 

uii 

U12 



«*2 

U2I 

U2a 



U31 
U32 



«4' 
uii 

U42 



Zlbi«ii + ?2^2**12» ^^1«*21 +^2^i«22» ^1^1 «31 + ^2&2**32» ^1 ^1 «41 + ^&2<*42 



Diese Gleichungen werden ganz so wie die in Nr. 26 auf die Formen 
von Nr. 24 gebracht. 

29. Zwei collineare Ebenenbüschel werden von zwei 
Ebenen in collinearen Strahlenbüscheln geschnitten. Es 
entsprechen sich die Schnitte entsprechender Ebenen. 

Zwei collineare Strahlenbüschel werden von zwei 
durch je ein Centrum gelegten Axen aus von collinearen 
Ebenqnbüscheln projicirt. Es entsprechen sich die Pro- 
jicirenden entsprechender Strahlen. 

Um beide Sätze zu beweisen, lege man durch die beiden 
Strahlenbüschel je eine Gerade; diese beiden werden von den ent- 
sprechenden Ebenen der Büschel des ersten und den entsprechen- 
den Strahlen der Büschel des zweiten Satzes in collinearen Punkt- 
reihen geschnitten, und mithin sind die Strahlenbüschel des ersten 
und die Ebenenbüschel des zweiten Satzes coUinear, denn sie proji- 
ciren collineare Punktreihen. 

30. Wenn zwei collineare Gerade sich in einem selbst 
entsprechenden Punkte schneiden, so liegen sie perspec- 
tivisch, d. h. die Verbindungsgeraden je zweier ent- 
sprechenden Punkte gehen durch einen Punkt. 

Im Schnittpunkte mögen sich die entsprechenden Punkte PiPi' 
decken; man verbinde irgend zwei Paar entsprechende Punkte P2-P2' 
und PbPs'. Vom Schnittpunkte beider Geraden P2P2' und PsPz 
projicire man beide Büschel. Dadurch erhält man zwei concentri- 
sche collineare Büschel, welche drei Doppelstrahlen haben, nämlich 
die nach den. Punkten PiPi', -P2-P2'? P3P3'; mithin sind die beiden 
Büschel identisch, und es fällt demnach der Projectionsstrahl irgend 
eines Punktes P mit dem des entsprechenden P zusammen, q. e. d. 

31. Wenn drei (nicht in derselben Ebene enthaltene) col- 
lineare Gerade sich in einem selbst entsprechenden 
Punkte schneiden, so liegen die drei Geraden perspec- 
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tivisch; d. i. die Ebenen durch je drei entsprechende 
Punkte bilden ein Büschel. 

Im Schnittpunkte seien die entsprechenden Punkte FiPiPi' 
vereint. Man lege die Ebenen durch die entsprechenden Punkte 
P2P2 P2' ^ sowie durch P-^Ps^P-^'^ Von der Schnittlinie dieser 
Ebenen aus projicire man die drei Punktreihen. Dadurch erhält 
man drei coaxiale Ebenenbüschel, welche drei Doppelebenen haben, 
nämlich die Ebenen nach dem Punkte PiPiPi\ sowie die nach den 
Punkten P2P2P2' nnd P^Pz^Pz'^ 

32. Ebenso beweist man die folgenden Sätze: 

Wenn die Verbindungsgerade der Centra zweier col- 
linearen Büschel sich selbst entspricht, so liegen die 
Büschel perspectivisch, d. h. die Punkte, in welchen sich 
je zwei entsprechende Strahlen schneiden, bilden eine 
Gerade. 

Wenn die Axen zweier coUinearen Ebenenbüschel 
in derselben Ebene liegen und diese Ebene sich selbst 
entspricht, so liegen die Durchschnittsgeraden je zweier 
entsprechenden Ebenen auf einer Ebene. 

Wenn die Axen dreier collinearen Ebenenbüschel in 
derselben Ebene liegen und diese Ebene sich selbst ent- 
spricht, so liegen die Durchschnittspunkte je dreier ent- 
sprechenden Ebenen in einer Geraden. 

33. Die entsprechenden Strahlen zweier collinearen 
in derselben Ebene enthaltenen Büschel schneiden sich 
im "Allgemeinen (wenn sie nicht perspectivisch liegen) in den 
Punkten eines Kegelschnitts, der durch die beiden Bü- 
schelcentra geht. 

Denn in irgend einer Geraden sind höchstens zwei Punkte der 
fraglichen Curve enthalten. 

Die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte 
zweier collinearen Geraden umhüllen im Allgemeinen 
(wenn die Geraden nicht perspectivisch liegen) einen Kegel- 
schnitt, der die beiden Geraden berührt. 

Denn durch irgend einen Punkt der Ebene gehen höchstens 
zwei Umhüllende der Curve. 

34. Man beweist leicht apogogisch die Umkehi-ungen dieser Sätze : 
Die Punkte eines Kegelschnittes werden von je zwei 

Punkten des Kegelschnittes aus durch collineare Büschel 
projicirt. 

Die Tangenten eines Kegelschnittes durchdringen 
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je zwei Tangenten des Kegelschnitts in collinearenPunkt- 
reihen. 

Von den Sätzen 32) und 33) ausgehend und mit Benutzung der 
vorangehenden Collineationssätze gelangt man durch vorwiegend 
geometrische Schlüsse zu einer umfassenden und überaus reichhalti- 
gen Betrachtung der Curven zweiter Ordnung. Man vergleiche 
hierüber z. B. die synthetisch - geometrischen Werke von Steiner 
und Beye. 

35. Die entsprechenden Ebenen zweier collinearen 
Büschel, deren Axen sich nicht treffen, schneiden sich in 
Punkten eines einschaligen Hyperboloids. Die sämmt- 
lichen Schnittgeraden bilden das eine System von nicht- 
schneidenden Geraden, die beiden Büschelaxen gehören 
zu dem andern System. 

Sind die Polynome der Gleichungen von drei Paar ent- 
sprechenden Ebenen in Normalform Ti T/, T2 T2', T3 T3', und ist 

T3 =aiTi + «sTa =0, 

so erfüllen die gemeinsamen Punkte je zweier entsprechenden Ebe- 
nen folgende Gleichung eines einschaligen Hyperboloids: 

m) a, ß^ Ti T2' — «2 A T2 Ti' = 0. 

Denn diese Gleichung wird erfüllt durch die Punkte, für welche 

zugleich 

Ti = und Ti' = 0, 

oder: T2 = und T,' = 0, 

oder: , 

T3 = «1 Ti -f «2 T2 = und T3' = ßi Ti' + ßi T2' = 0, 

oder: 

T = Ai «1 Ti + A2 «2 ^2 = und r = Xi ßi T/ -f Ag ft T2' = 0. 

Aus den letzten beiden Zeilen folgt nämlich für die Punkte, welche 
Ts = und Tg' = erfüllen: 

rp El T T* P^ T'. 

J-l ^ -^2» ^-^1 — -^ ±2 'i 

für die Punkte, welche T = und T' = erfüllen: 

m ^2 «2 rp ml ^"i ßi rp t 

Ai «1 Ai pi 

Setzt man diese Werthe in m) ein, so wird in der That diese 
Gleichung identisch erfüllt. 

36. Die Ebenen, welche die entsprechenden Punkte 
zweier sich kreuz enden collinearen Punkt reihen verbinden, 
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umhüllen ein einschaliges Hyperboloid. Diese Ebe- 
nen bilden unzählige Büschel, deren Axen die Verbin- 
dungsgeraden von je zwei entsprechenden Punkten der 
collinearen Geraden sind. Die Axen dieserBüöchel bilden 
das eine System von nichtschneidenden Geraden des Hy- 
perboloids, die biöiden collinearen Geraden gehören zu 
dem andern System. 

Denn sind Fi Pi\ P2 ^L ^3 ^3 die linken Seiten der Gleichun- 
gen von drei Paar entsprechenden Punkten in Normalform, und ist 

P3 =«1^"! + «2-P2 =0, 

Ps' = ßlPl' + ß2P2' = 0, 

so erfüllen die gemeinsamen Ebenen von je zwei entsprechenden 
Punkten der beiden Geraden die Gleichung eines einschaligen Hy- 
perboloids in Plancoordinaten : 
n) «1 ß.2 Pi P2' — «2 ßi P2 Pi — 0. 

Denn diese Gleichung wird von allen Ebenen erfüllt, für welche 
zugleich 

Pi = und Pi' = ; 

oder: P2 = und P/ = 0; 

oder: 

P3 = «iPi + «2P2 = und P/ = ßi P/ + ß.2P2' = 0; 
oder: 

P = ^i«iPi + X^a2P2 = und P' = XißiPi' + ^2ß2P2=0', 
wovon man sich wie oben überzeugt. 

37. DieGeraden des einen Systems eines einschaligen 
Hyperboloids werden von je zwei Geraden des andern 
Systems aus durch collineare Ebenenbüschel projicirt. 

Die Geraden des einen Systems eines einschaligen 
Hyperboloids schneiden je zwei Gerade des andern Sy- 
stemg in collinearen Punktreihen. 

Denn seien Gi G2 Gz drei Gerade des einen Systems; H1H2 zwei 
des andern, welche folglich beide die drei G schneiden; seien fer- 
ner Ti T2 T3 die Ebenen, welche die Geraden 6ri G2 Gz von H\ aus 
projiciren, Ti T2 Tz die Ebenen, welche Gi G2 Gz Yon H2 aus pro- 
jiciren. Je zwei entsprechende Ebenen der beiden collinearen Büschel, 
welche die Axen Hi und H2 haben, und in denen Ti Ti', ^2 T2', 
T3 Tz drei Paar entsprechender Ebenen sind, schneiden sich in Ge- 
raden eines Hyperboloids, welches die fünf Geraden Gi G2 Gz JBTi H^ 
enthält, und zwar in dem System, zu welchem 61 Ö2 ö^3 gehören. 
Dieses Hyperboloid ist mit dem gegebenen identisch, denn es hat 
mit ihm die fünf Geraden 6ri . . . H2 gemein. 

Heger, Analytische Geometrie. ^ w 



162 Kurze Darstellung der CoUineation etc. 

Seien zum Beweise des zweiten Theiles PiP^F-s bez. P^ P^* P^* 
die Punkte , in welchen die Geraden Gi G^ Gs von der Geraden Hi 
bez. von fl^ geschnitten werden. Die Yerbindungsgerade je zweier 
entsprechenden Punkte der beiden auf Hi und H2 gelegenen colli- 
nearen Punktreihen, in denen Pi Pi', P^P^'i Ps-Pa'sich entsprechen, 
bilden das eine System eines Hyperboloids, auf welchem Gi G2 G9 
S\Hi liegen, und zwar dasjenige, zu welchem auch Gi G2 G^ ge- 
hören. Dieses Hyperboloid ist mit dem gegebenen identisch. 



CoUineation von Ebenen und Ebenenbündeln. 

§.1. 

Grundformeln der CoUineation von Ebenen. 

1. Man denke sich in zwei verschiedenen oder zusammen, 
fallenden Ebenen je ein orthogonales Coordinatensystem und die 
Punkte jeder Ebene durch ihre Des carte s' sehen Coordinaten be- 
stimmt. Alsdann ist die allgemeinste analytisch -geometrische Form, 
durch welche ein und nur ein Punkt der einen Ebene mit einem 
Punkte der andern eindeutig verknüpft wird, durch die Gleichungen 
gegeben : 

. arrrr' + 5a;2^' + ex + ciya;' +-6^^ +/y + 5^0;'+ Äy'+ «=0 

Hierin sind a .... ai ... . die Verwandtschaft charakterisirende 
Constante; oay die Coordinaten eines Punktes des einen, x* "if die 
Coordinaten des entsprechenden (verwandten, homologen, zugeord- 
neten) Punktes der andern Ebene. 

Zwei derart verwandte ebene Punktsysteme heissen 
einundeindeutig verwandt. 

2. Sind die Constanten im Besonderen so beschafiPen, dass jeder 
geradlinigen Punktreihe der einen Ebene eine geradlinige Punkt- 
reihe in der andern entspricht, so müssen die Lösungen der Glei- 
chungen (1) nach xy oder nach vi y* in lineare Gleichungen von 
xy bez. a/y eingesetzt, wiederum lineare Gleichungen piach vi jf 
bez. '0;^ geben (d. i. die Gleichungen deijenigen Geraden, welche 
der durch die lineare Gleichung gegebenen Geraden entspricht). 

Die Lösungen nach xy erscheinen unter d^r Form 

w u 

worin uvw Functionen von od }f bedeuten. 

11* 
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Sei 

mx -^ ni/ — 1 = 

die Gleichung einer beliebigen Geraden der x y Ebene ; den Punkten 
derselben entsprechen diejenigen Punkte der o;'/ Ebene, welche die 
Gleichung 

u u 

erfüllen. Diese Gleichung ist dann und nur dann unabhängig von 
m und n linear, wenn die drei Functionen uvw linear sind. 

Damit den Geraden der xy'Ehene Gerade in der it' ^ Ebene 
entsprechen, müssen also die Verwandtschaftsgleichungen auf die 
Form reducirbar sein: 

(ax' + &y -{- c) X - (iU + ey' + f) = 0, 
(ax' + hy' + c) y - {gx' + hy' + i) = 0. 

Ordnet man diese Gleichungen nach af y\ so erhält man: 

{ax + d)x' ■]- {hx + c)y' J^ ex A- f = 0, 
{ay 4- (j)x' 4- {by + li)y' + cy + i = 0. 

Löst man diese Gleichungen nach x' y\ so erhält man Lösungen 
von der Form: 

j = -, y = -, 

T T 

worin rst lineare Functionen von xy sind. 

Es entsprechen demnach in diesem Falle den Geraden der x* y* 
Ebene auch Gerade in der 5? t/ Ebene; das Entsprechen geradliniger 
Punktreihen ist also wechselseitig. 

Zwei einundeindeutig verwandte Systeme, in wel- 
eben sich geradlinige Punktreihen wechselseitig ent- 
sprechen, heissen coUinear- verwandt. 

Die beiden Collineationsgleichungen enthalten acht unabhän- 
gige Constante. Durch jedes Paar gegebener entsprechender Punkte 
werden zwei Bedingungsgleichungen für die Constanten geliefert. 

Die allgemeine Collineation ist demnach durch vier Paar ent- 
sprechender Punkte hinreichend und nothwendig bestimmt. 

3. Wenn man nun durch irgend eine andere analytisch - geo- 
metrische Methode die Punkte zweier Ebenen so mit einander ver- 
knüpft, dass jedem Punkte einer Ebene ein und nur ein Punkt der 
andern entspricht, dass geradlinige Punktreihen sich wechselseitig 
entsprechen und dass die Verknüpfung durch vier Paar entspre- 
chender Punkte ausreichend und nothwendig bestimmt ist, so wird 
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durch diese Methode der allgemeine Fall der CoUineation dargestellt. 
Denn man gehe durch geeignete Transformationsformeln von jener 
analytisch - geometrischen Methode zu Gleichungen zwischen ortho- 
gonalen Coordinaten über und löse dieselben nach x und y\ nimmt 
man nun an, diese Gleichungen hätten die für Colline«ation charak- 
teristische Form nicht, so könnte kein wechselseitiges Entsprechen 
von Geraden stattfinden; dies widerspricht der Voraussetzung. Nimmt 
man an, es werde nur ein specieller Fall der CoUineation durch 
jene Methode dargestellt, so müssten in den durch Transformation 
erhaltenen Collineationsgleichungen zwischen acht Constanten ge- 
wisse, für den angenommenen Specialfall der CoUineation nothwen- 
dige Bedingungsgleichungen bestehen; dann wäre aber diese spe- 
cielle CoUineationsart durch weniger als vier gegebene entsprechende 
Punktpaare bestimmt ; dies widerspricht dem letzten Theile der 
Voraussetzung. 

4. Bestimmung der Coordinaten collinear- verwand- 
ter Punktpaare aus den Coordinaten von vier gegebenen 
entsprechenden Punktpaaren. Bestimmung der Gleichun- 
gen collinear verwandter-Punktpaare aus den Gleichun- 
gen von vier gegebenen entsprechenden Punktpaaren. 

Wir denken uns die beiden Ebenen, deren Punkte in coUinearer 
Verwandtschaft stehen , zusammenfallend , was ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit erlaubt ist. 

Seien Pi P2 P3 -P4 vier beliebige Punkte der einen Ebene, 
jPi' P2' -P3' -P4' ^i® entsprechenden vier Punkte der andern Ebene ; 
diejenige Coordinate von P^, welche senkrecht auf gi steht, werde 
durch Xi^ bezeichnet, so dass also P^ die Coordinaten hat: 

^U-? ^2/t» '^Ui ^4i- 

Die Coordinaten der entsprechenden Punkte werden mit den- 
selben unteren Indices- geschrieben und durch einen oben ange- 
brachten Strich unterschieden, so dass die Coordinaten von Pi sind: 

Weder von den vier Punkten P,, noch von denen Pj sollen drei auf 
derselben Geraden liegen. 

Alsdann giebt es immer sechs von Null verschiedene endliche 
reelle Zahlen «i «2 «3? ^i ^1 ßs^ die so beschaffen sind, dass für 
i = 1 , 2 , 3 die Gleichungen erfüllt werden : 

a) a;«4 = «i-^^fi + ^2 ^»2 4- ccz'^is' 

b) xU = ßi^n + /^2^'|-2 + ft^Ja, 

«1 + «2 +«8 = 1, ßl + ß2 + ß,= l^ 
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Bestimmt man nun durch drei willkürlich gewählte reelle Zahlen 
kl Xf As die Coordinaten Xi und x' zweier Punkte P und P' nach 
den sechs Formeln: 

Xi Ui Xii -\- A9 Äj Xi% -f" ^3 ^ ^i'3 



c) Xi = 



kl tti -{- Xq CC2 4" ^3 ^3 



Ai^l + Ajft + ^3^3 

SO sind die Punkte der beiden Ebenen collinear verwandt 
und zwar sind P und P' entsprechende Punkte. 

Denn einem Punkte P gehört ein und nur ein Verhältniss 
Ai : A3 : A3 zu, durch welches seine Coordinaten nach den Formeln 
c) abgeleitet werden können, und durch dieses Verhältniss ist der 
entsprechende Punkt P' eindeutig bestimmt; dasselbe gilt, wenn 
man von P' ausgeht. Demnach ist das Entsprechen wechselseitig 
eindeutig. 

Liegt ferner P auf der Geraden P4 P5, so ist 

Xi = m Xi4 -}- n XfS- 
m -\- n = 1, 

Bezeichnet man die drei auf den Punkt P^ bezüglichen Ai A3 A3 
mit dem zweiten Index Je, so dass ^Iso 

Xik ^i -\~ ^2* «3 + As^ Äg 
so folgt, wenn 

für die Coordinaten von P: 

e) Xi = Z* r -^ 4- -^j «ÄÄJöi, Ä = 1, 2, 3. 

Die Coordinaten des entsprechenden Punktes P' sind demnach: 

wenn man abkürzend setzt: 

Die Formeln f) lassen sich auf die Form bringen : 

' ~ U *wirß<J4 + nr4Ö5 

^is^i^ii + ^'2bß2^i2 + Agß/JgirJs n<J4r5 



+ 



^^ mr5<J4 + wr4<J5 
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Dieser Ptmkt gehört hiernach der Linie P4' Ps' an , denn die 
AbleitnngBformeln g) haben die Form: 

x\ = poc'a + «a?fB , 1> + 3 = 1. 
Derselbe Beweisgang lehrt, dass einem Punkte P' einer Geraden 
P4 P5' ein Punkt P der Geraden P4 P5 entspricht. Es ündet dem- 
nach ein wechselseitiges Entsprechen von Geraden statt. 

Setzt man ferner der Reihe nach 

A] = A3 = 0, A2 = A3 = 0, A3 =: Ai = 0, Ai = ^2 =: A3 = 1, 

SO ergeben sich Ps und P3', P] und Pi', Pg und P2', P4 und P4' 
als entsprechende Punktpaare. 

Demnach wird durch die Formeln c) und d) der allgemeine 
Fall der Collineation dargestellt. — 

Die Gleichung eines Punktes P* in Normalform ist: 

hl % /*8 

Führt man hierein die Formeln c) und d) ein, und bezeichnet 
man abkürzend die linken Seiten in den Normalgleichungen der 
Punkte Pk Pi bez. mit (P^) und (P*)» so findet man die Glei- 
chungen zweier entsprechenden Punkte 

h) (P) = [A,ai(P,) + 1,0, (P,) + X,a,(P,y] : ö, 

i) (P) = [Ai/3i(P/) + X2ß,(P,') + hß,(Ps'y] : t. 

4. Geradenebenen. Als „Geradenebenen" bezeichnet 
man Ebenen dann, wenn man sie als Träger aller in sie fallenden 
Geraden ansieht. , 

Bezieht man die Geraden zweier Ebenen (kürzer „zwei Ge- 
radenebenen") so auf einander, dass jeder Geraden der einen Ebene 
eine und nur eine der andern entspricht, so heissen die beiden Ge- 
radenebenen einundeindeutig verwandt. Um diese Verwandt- 
schaft analytisch auszudrücken, hat man die Geraden beider Ebenen 
durch eindeutige Coordinaten zu bestimmen und die Coordinaten 
zweier entsprechender Geraden durch zwei für beide Coordinaten- 
paare lineare Gleichungen zu verknüpfen. 

5. Seien uv^ u' v* die orthogonalen Coordinaten zweier ent- 
sprechenden Geraden (im Allgemeinen auf verschiedene Systeme 
bezogen) und seien 

die Lösungen der Verwandtschaftsgleichungen nach u' v\ so müssen, 
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als die nothwendige und ausreichende Bedingung dafür, dass einem 
jeden Büschel der einen Ebene ein Büschel der andern entspricht, 
die drei Functionen ^, (f, X vom ersten Grade sein. 

Für diese specielle einundeindeutige Verwandtschaft, „die 
Collineation von Geradenebenen," ist demnach ausreichend 
und nothwendig, dass man die Verwandtschaftsgleichungen auf die 
Form bringen kann: 

k) (au -^ hv ~\- c)u' + du -\- ev ~{- f = 0, 

1) (au -\- hv -\- c) i/ -\- gu -\- hv -\- i = 0. 

Die Gleichungen enthalten acht unabhängige. Constante; diese 
werden durch vier gegebene Paare entsprechender Geraden, von 
denen nicht drei denselben Punkt enthalten, eindeutig bestimmt. 

6. Jede andere analytisch - geometrische Methode, durch welche 
die Geraden zweier Ebenen so mit einander einundeingliedrig ver- 
knüpft werden, dass ein wechselseitiges Entsprechen von Büscheln 
stattfindet und vier Paare entsprechender Geraden beliebig ange- 
nommen werden können, stellt demnach den allgemeinen Fall der 
Collineation von Geradenebenen her. 

Man denke sich zwei Ebenen zusammenfallend und die Geraden 
derselben auf dasselbe Coordinatendreieck bezogen. 

Seien Ti T^ T3 T4 vier willkürliche Geraden der einen Ebene, 
Ti T2 Ts T4 vier Geraden der zweiten Ebene, so dass von den 
Geraden T,- und T'i nicht drei denselben Punkt enthalten; dann 
lassen sich die Coordinaten Uh von 2\ und ^5-4 von T4' aus den 
Coordinaten der übrigen Geraden nach den sechs Formeln berechnen : 

uU == hujti + h,Uk2 + h'i^kz, 
«1 + «2 + «3 = 1 , ^1 + ^2 + ^3 = 1, 

wobei sämmtliche sechs Coefficienten a und 5 von Null verschiedene 
reelle Zahlen sind. 

Man leite ferner die Coordinaten zweier Geraden TT' 
mit Hülfe der reellen Zahlen lihh nach den Formeln ab: 

m) %. = (Zjai^i + l2a2Uk2 + ha^u-k^ : s, 

n) u'k = (hhiu'n + ?2&2%2 + hh'f^kz) ' t, 

wo 

t = l^hi +■ I2 ^2 + k h- 
Alsdann sind die beiden Geradenebonen collinear 
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verwandt und zwar sind die mit derselben Coefficienten- 
gnippe l bestimmten Geraden T und T' entsprechende 
Geraden. - ^ 

Denn jeder Geraden T gehört ein und nur ein Verhältniss der 
Coefficienten 

h ' h ' h 
zu, und durch dies Verhältniss ist T eindeutig bestimmt, und um- 
gekehrt. 

Die Büschel beider Ebenen entsprechen sich wechselseitig. 

Denn sind T4 T5 Tß und T4' T5' Tß sechs paarweis entspre- 
chende Gerade, und erscheinen die Coordinaten u^ß von Tq unter 
der Form: 

so lassen sich die Coordinaten u'^ß auf die Form bringen: 

wobei m' n' aus w, w, 7,-4, 7,5, 6?,, ?),• in gewisser Weise zusammen- 
gesetzte Coefficienten sind, und umgekehrt. 

Ferner entsprechen sich die vier Paar willkürliche Gerade 

Ti und T/, T2 und T2', T3 und T3', T4 und T4'. 

Also liefert die soeben erörterte Methode den allgemeinen Fall 
der Collineation von Geradenebenen. — 

Sind {Ti) (Tj) die Gleichungen der Geraden in der zweiten 
Normalform, so ist 

(T) =2:|taj^ = 0, Ä=l,2, 3; 

Hfl 

Führt man für Ut ujt die Werthe m) und n) ein , so entsteht : 

und ähnlich für 2*; hieraus folgt: 

o) (T) = Pi ai (T,) + h «2 (T2) 4- h «3 (23)] : s, 

p) (2*) = P, 61 (T,) 4- h 62 (T2) + h h (T,)] : t — 

7. Gleichung entsprechender Geraden in collinearen 
Punktebenen. 

Die Gleichung der Geraden P4 P5 in erweiterter Form ist ; 
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T = 



== 0. 



X\ X-y X-^ 

Diese Determinante zerfaUt in eine Summe von nenn Gliedern von 
der allgemeinen Form 

Xi X^ Xz 

Xim X^m X^m 

X\n ^n X^n 



C^(tn^m*K, 



(= Jimn)j 



worin für m wie für n jede der Ziffern 1,2,3 gesetzt werden kann. 

Von diesen Determinanten verschwinden die drei, in welchen 
m = n; die übrigen sechs Glieder lassen sich in folgender Weise 
zu drei Paaren ordnen : 

■B12 "f" ^21 + -^23 + -^32 4" -Rsi ~l~ -Bis* " 

Das erste Paar, das zweite und dritte Paar enthalten entgegen- 
gesetzt gleiche Determinanten ; also ergiebt sich T in der Form 

Xi x^ Xz 

<l) T ^ SyXjn^^nb — ^m\^nh) ^m^n* Xi^ X^m Xzm 

^1 n X^n Xsn 

worin für m der Beihe nach die Zahlen 1, 2, 3 und n die jedesmal 
nächstfolgende des Cyklus zu setzen ist. 

Bezeichnet (T,) die linke Seite der Gleichung von P| + iP< + 2 
in zweiter Normalform (wobei i, i -\- 1, « +2 ein Cyklus von 1, 
2, 3), so ist bekanntlich 



ri r^ rg 

^1» I + 1 ^2» » + 1 ^8, f + 1 
^1> i +2 ^2» f + 2 Ä^S» 1+2 



X\ X2 Xz 

(Ti) ^ a?i, ,• + 1 X2,i+l Xß, i + 1 
Ä?l, 1 + 2 ^»1+2 ^3ii + 2 

Ferner ist, wenn yi y^ y% die drei auf den gleichbezifferten Geraden 
gelegenen Seiten des Dreiecks Fx P^ Ps bedeuten , und Qv die Ab- 
stände des Fixpunktes von den gleichbezifferten Dreiecksseiten sind : 

n r2 rg 

ni n2 /»3 

^1,1+1 ^271+1 ^3,1+1 = — :; — yiQi 

^l>f + 2 ^»f-l-2 ^8» 1 + 2 

Setzt man nun abkürzend: 

^i^m4 ^n5 — ^«4 ^mö) ^m ^n y^ Qp = S, 
(^mCCnypQp = «!>, 
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worin für mnp der Reihe nach die drei Cyklen von 1, 2, 3 gesetzt 
werden mögen, so ergiebt sich die Gleichung von T in" zweiter Nor- 
malform zu: 

r) (T) = [h ai (Ti) + k m (T,) + h (h (^s)] : s. 

Ersetzt man in dieser Rechnung 
ß) PTxayQsa durch 

so erhält man 

s) (T') = Pi h (T,') + h h {Ti') -{-hh (2s')] : t. - 

Gleichung zweier entsprechenden Punkte (Centra ent- 
sprechender Büschel) in collinearen Geradenebenen. 

In derselben Weise, wie in der vorigen Analyse, ergiebt sich: 
Sind T4 T4', T5 T5' zwei Paar entsprechender Geraden , so sind 
die Gleichungen der beiden Büschelcentra T4 T5 bez. T4 T^ in 
erweiterter Form: 



t) 



P = ^Kym^^nh ^m^\^^m^n 



u) 



P ^= ^Qmi^nü — ^m^hij^m^n 



Wim 

Um 

Ulm 
Uin 



U2 

W2m 
ihn 

W 

U2n 



Warn 
U-s„ 
f 



W3n 



Die Gleichung des Punktes P,-, welcher den Geraden T, + i und 



TiA.2 gemeinsam ist, lautet in Normalform: 



«21 

14.22 

««23 



W31 
«32 
W38 



Ui U2 Us Uli 

(Pi) ^ «*i,, + i W2,, + i W3»f + 1 • U12 

Ui,i + 2 «2,1 + 2 «3»f + 2 «13 

wenn 2) die doppelte Fläche von Pj P9 P3 bezeichnet. 
Setzt man ferner 



D 



y^Pi 



r) 



«m «« yi» Pi» = «p , 



und vertauscht man hierauf in den Formeln 

6) TPuaayQDö mit 

r P v! h ß y' q' V r, 

so erhält man die Normalgleichungen entsprechender Punkte in fol- 
gender Form: 

v) (P) = [Ai «1 (Pi) + h ß, (P2) + A3 «3 (P»)] : Ö, 
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w) (i") = [li ßx (P/) -4- K ßi (i'2') + h «3 (P3')] : t. 

Die Formeln r) s) v) w) lehren, dass zwei collinear 
verwandte Punktebenen zugleich collineare Geraden- 
ebenen sind, und zwar sind die entsprechenden Punkte 
die Centra entsprechender Büschel; und die entsprechen- 
den Geraden sind Träger entsprechender Punktreihen. 

Wir haben demnach vier Methoden zur Darstellung der Colli- 
neation in homogenen Coordinaten: 

1) Durch die Coordinaten entsprechender Punkte, 
nach den Gleichungen c) und d); 

2) durch die Coordinaten entsprechender Geraden, 
nach den Gleichungen h) und i); 

3) durch die Gleichungen entsprechender Punkte, 
nach den Formeln m) und n); 

4) durch die Gleichungen entsprechender Geraden, 
nach Formeln o) und p). 

Hierbei hängen die in 1) und 3) auftretenden Constanten mit 
den in 2) und 4) auftretenden durch die Gleichungen a) ß) y) S) 
zusammen. 



§.2. 

Sätze über collinear verwandte Ebenen. 

1. Man berechne die Coordinaten dreier beliebigen Punkte 
P^Pn^o und ihrer entsprechenden Punkte P' aus den Coordinaten 
von Pi Pi Pa , bez. P/ P2 P3' mit Hülfe der neun Coefficienten 
^km ^in ^ko uach §. 1 c) und d) und bilde die Dreiecksdeterminante 
Pjn Pn Po ; dieselbe zerfällt iti ein Product , nämlich i 

^Im ^2tn ^8m 
^In ^2n «'S» 
^lo ^2o . ^30 

Bezeichnet Fm^to den Inhalt von PjnPnP^, Lmno die Determi- 
nante der A, D den Inhalt des Dreiecks PiJP^^si so ist folglich 

^ «1 «2 ^3 7. -p. 

a) J^mno — - 'Z ^ ^ * -L^inno ' -^• 

"w *'» Oo 

Sei Fmno dei' Inhalt des Dreiecks Plf^P^P^oy B der Inhalt von 
Pi P2 P^\ so findet sich auf demselben Wege : 






Xii 0^21 Xu 
X\2 X22 ^32 
^13 ^23 ^33 



ßl ß2 ß. 
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b) F!,t„o :^- 

Hieraus folgt weiter 

Fabd '• Fabd = 
J-bcd '• -'^ bcd 



abe • ■*■ abe 






^m ^n ^0 


■i-'mno -t-' • 




C(\ «2 «3 


^rt ^& ^<i 


J) 


ßi ßl ßs 


<J« Oft Öd 


D" 


«l «2 CCs 


1^6 ^c ^rf 


B 


ßl ß2 ß;i 


<Jft <J(; <5d 


B" 


«1 «2 CC;^ 


^a ^ft '^e 


B 


ßlß^ß, 


^a Oft (J^ 


B" 


«1 «2 a;i 


Tft tc Te 


B 



Dies ergiebt: 

•'^ abd • -* aftr/ -^^ abe • -^ abe 

Fbed '• Fbcd Fbce ' Fi,ce 

oder in anderer Form: 

TT» TT' TT'f Tpf 

V J^abd J^ abe J^ nbd J^ abe 

# » I -. • — — ' . • — — • 

^ V ' V TT' ' TT* 

J^bcd J^ Ice J^ bal -^ bce 

Versteht man unter ,, Doppelverhältniss von fünf Punk- 
ten Pa^b^ePdPe einer Ebene" das Verhältniss 

-Pg -Pft -P d : -Pg -Pft -P g 
■Pft ^c -Pd -Pft -Pc -P« 

so ergiebt sich hieraus der Satz: 

Lehrsatz: Das Doppelverhältniss von fünf Punkten 
der einen Ebene ist gleich dem Doppelverhältniss der 
fünf entsprechenden Punkte der andern Ebene. 

Dieser Satz lässt sich in folgender Weise umkehren: Wählt 
man in zwei Ebenen vier Paar entsprechende Punkte be- 
liebig und bestimmt jedes andere Paar entsprechende 
Punkte P5 P5' nach den beiden Gleichungen 

PxP^P, P.P^P, _ P^'P,'P,' Px'P.'P,' 
P.PsP, '' P,P,P, — P^'PJP,' ' P/PsPi" 

*) P.PsP, P,P,P, _ P,'P,'P,' Pg'P.'Pj' 

P.P^P, ' P,P,P, - PJP.'P,' ' Ps'Pj'P^ 

so sind die beiden Ebenen collinear verwandt und P5 P5' sind ent- 
sprechende Punkte. 

Denn wählt man P5 beliebig, so sind dadurch die linken Seiten 
der beiden Gleichungen gegeben. Per geometrische Ort für alle 
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PuDkte JP', welche der ersten Gleichung genügen, ist eine durch 
diese Gleichung eindeutig bestimmte, den Punkt P2 enthaltende Ge- 
rade; und der Ort für die Punkte -P', welche der zweiten Gleichung 
genügen , ist eine durch diese eindeutig bestimmte den Punkt Ja 
enthaltende Gerade. P5' ist als Schnittpunkt dieser beiden Geraden, 
mithin eindeutig bestimmt. 

Ferner lässt sich beweisen , dass einem Punkte der Geraäen 
PgPß ein Punkt der durch die entsprechenden Punkte P^ P^ ge- 
legten Geraden entspricht. 

Es seien die Coordinaten ' eines Punktes P7 der Geraden P5 Pg 
durch die Formeln bestimmt 

Xjci = moj^s + wo? 6j m + w = 1, 

so ist zu beweisen, dass die Coordinaten des entsprechenden Punktes 
P7' aus ,den Coordinaten von P5' und Pg' durch Gleichungen von 
der Form abgeleitet werden: 

Da 

BDiPaPöPi) = mDD(PaPöPö) + nDDiPaPöPe) 
J)D{P'aPW) = iiBBiPiPlP,^) + vDD(P!,PlPe% 
so folgen für die Flächen dieser Dreiecke dieselben Beziehungen 

Setzt man in die Gleichung der Doppelverhältnisse 

■^127 ^124 •^127' -^124 

TP > ' TP Tpf ' Tpf ' 

-^237 -^284 '''237 -^234 

^/ TP TP Tpf Tpf 

-*^237 -^^234 -C237 ■^^234 

^317 ^314 ^317 -^814 

die Werthe für Fabi und ^^7 aus b) ein , und bestimmt /Lt und v 
nach der ersten dieser Gleichungen, so erhält man dadurch den- 
jenigen Punkt 

a?i7 = ^Xi5 + vxte 

der Geraden Pf! Pq\ welche der ersten Doppelverhältnissgleichung 
genügt; und benutzt man die zweite Gleichung zur Bestimmung 
der Ableitungszahlen /Lt v, so erhält man die Coordinaten des 
Punktes von P5 Pe, welcher der zweiten Doppelverhältnissgleichung 
genügt. Soll nun die Behauptung wahr sein, so müssen beide Wer- 
the von [iv übereinstimmen. Da in beiden Fällen die Gleichung 
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^4-^ = 1 
mit zu benutzen ist, so genügt es, nachzuweisen, dass die aus beiden 
Gleichungen c) sich ergebenden Verhältnisse übereinstimmen. 
Zur Abkürzung setze man : 

FUi = ^ Fisk = P' FUk = yÄ'. 

Aus der ersten Gleichung entspringt: 

/* [m(ä5.ä4'.ß5'^ — 06^ .al.ß6 .ßl') + n («6 . /Jö' cT? . ^ 

— ^.«5 ßi'ai)]+v[m{ccb.ß6'.'ßl.c^ — ^.^'.^'i^) 

+ n (a6.ß6\'ßi.cci' — p . «6 ' . ?4' . öl)] = 0. 

Hieraus geht die zweite Gleichung dadurch hervor, dass man ß für 
a und y für ß setzt. 



Da 



ai ah ai' aß 



und 



i ßk ßi' ßk' 
J% ßk fi' ßV 



yi yk yH yV 
so folgt, dass 

öl.p.öF.^' — tt?.ßW.ak.'ßi = 0, 
^.yk.ßJp.yH — 'ßT .yW ."ßk .y? = 0, 
Demnach reduciren sich die beiden Formeln für ^ und v zu 
f* _ _ fn(al.ß6\ßA,ccI' — ßZ . aW . ßl\ 04) 
^ ~ n(ä6.p^'.^.ai' — «5'./J6 .^.ai)' 
l^ _ _ fn(ßl. y6.yl,ßl' — ylJV.yl\ß4) 
^ ~ w(?6.yF.y4.^' — ^.y6 .yi./Ü) 



Aus 



folgt : 



«5 «4 «5' «4' 



?5.a5' 
Aehnlich ergiebt sich 
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Setzt man dies in die beiden Formeln d) ein, so erhält man 
N ^ "' n./J5'.Ö65'(?6.a5 — ^.«6) 



V 



n.j35'.y5'(76.?5 — ^.p) 



Ans den (ileichungeu der Doppelverhältnisse für die Punkt« 
APgPj'-Pe' folgt: 

i^&.ab 

yß .p6 
Setzt man dies in e) ein, so folgt nach gehöriger Reduction 

/i __ m p ßW 

/i m y6 y6' 



Die Gleichung 



ergiebt 






ß6 ßW ßW 



y6 



y^ ' y6' 



ßß' yh y(y' 
ß6 y6' y6 



d. i, übereinstimmende Werthe der beiden Ausdrücke für ^ : v, 
q. e. d. 

* 

3. Setzt man in den Xjleichungeu entsprechender Geraden 
§. 1, 7 q) und ß) abkürzend 



a« a 



m **n 



'!>» 



ßm ßn = ä^ 



X'^ 



I 



X\m 



^2n 






Xi X'i 3/3 X\ X<i 

X\m •^2»» X-dm ^--^ *'« 

^In ^2» *^3n 

so gewinnen diese Gleichungen folgende Form ; 

T = Z, Ci Ji + ?2 ^2 22 + hcz%i = 0, 

r= hdiZi' + hd^V + ^3^32:3'= 0. 



= s«, 



a) 
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Jedem Paare von Geraden entspricht ein bestimmtes Yerbältniss 
li : I2 ' h- ^i^ ^^^6 Gerade Tt und ihre entsprechende Ti charak- 
terisirenden li mögen mit dem .zweiten Index Je versehen werden. 
Ferner werde Tt bez. TJ durch Multiplication mit At bez. Äi auf 
die erste Normalform gebracht. 

Man wähle zwei Gerade T4 T5 und zwei Punkte P4 P5 willkür- 
lich; die Entfernung des Punktes P« von der Geraden Tt sei l*«; 
die Entfernung Pi von Tl sei ^la* Alsdann ist 

1^ = Vti^ . D . ^ . Ls(he,Xi„ ad i = 1, 2, 3, 
1^ ^ ^h^.jy.Ai . i SMl^ß^) i = 1, 2, 3. 
Oder, da c,ff< = aia2«3» ^ißt = ßiß^ßs» so ist 

j^ 2 fei ^2 ^8 7^ A «1«2«3 ,73 J_ 7 J I 7 1 \ 
^&a — ^ 'JJ.Af -Z • ynb ^la -j- hb ^a "T hb ^3ah 

v\ * 

^ t^ 2 fei ^2 ^3 w ^ / ^1 ^2 ^3 /y 3 171 I 7 3 \ 



Hieraus folgt 



lia -^4 ^14 ^la 4" hi ^ia + ^34 ^3< 



' |4a -^ ^ ^14 ^la "T ^4^2a "f" ^34 ^3a 

loa -^5 ns^la "h ^25^20 ~r ^85^a 



folglich ist 
d) 



l4a IIa ^ , -^4 

Wendet man diese Gleichung auf die Punkte P4 und Ps an, so 
ergiebt sich dieselbe rechte Seite; die daraus resultirende Gleichung 
der linken Seiten lässt sich schreiben: 

X 544 . 544 544^ . 545 

®/ fc * fc — t ' * t '' 

564 556 564 555 

Der hierin liegende Lehrsatz ist eine einfache geometrische 
Folgerung des in voriger Nummer bewiesenen Hauptsatzes der 
ebenen Gollineation. 

4. Alle Punkte P bez. P, für welche 

^1 A + ^iß'i + hßs = 0, 
bez. Ai «1 -f A2 cf2 + A3 «3 =r , 

liegen unendlich fern. 

Heger, A-nalytische Geometrie. 12 
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Alle den nnendHch fernen Punkten in der zweiten bez. der 
ersten Ebene entsprechenden Punkte der andern Ebene erfüllen die- 
selbe Gleichung der A; die entsprechenden der nnendlich fernen 
Punkte jeder Ebene bilden demnach zwei Gerade. Diese beiden 
Geraden heissen die Gegenaxen der Ebenen and mögen mit G^j^^ 
bez. 6^« (entsprechend den unendlich fernen Punkten in der zweiten. 
bez. der ersten Ebene) bezeichnet werden. 

Demnach erfüllen die A der Punkte 

. von G^Qo die Gleichung r ^ AijSi + A2J82 + hßs = 0, 

Die Gleichungen zweier entsprechenden Geraden erhalten durch 
Division der in 3 a) gegebenen Formen durch tti or2 fts bez. ßi ß^ ßz 
die Gestalt: 

, V «1 «2 «3 

Pi P« ßz 

Die Gleichungen der die unendlich fernen Punkte enthaltenden 
unendlich fernen Geraden der beiden Ebenen können geschrieben 
werden 

für die zweite Ebene: Ti = Z^' + J/ + SE3' = 0, 
„ „ erste „ T«, = 5li + SEj + STs = 0. 

Die erste Gleichung entsteht aus b) durch die Coefficienten 

^1 = ft, h = ßüj h = ßz, 
die zweite durch 

^1 = «1, i^ = «21 ?8 = ^Z' 

Demnach sind die Gleichungen der Gegenaxen: 

ö„=Ai, + As:, +^3:3 =0, 

V «l «2 «3 

ö'oo =-^3:/ + ^%,' + ^2:3' = 0. 

Pi P2 Ps 

Die Erweiterungscoefficienten Ä und il', durch welche die 
Gleichungen der Gegenaxen auf die Normalform gebracht werden, 
lassen sich in folgender Form darstellen: 

Der Punkt P* bez. Pi (ä; = 1, 2, 3) habe den Abstand pt bez. 
Pk von Goo bez. 6r 00, so ist 
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Pk 

Die Strecken p;t und pi lassen sich als die PI ücker' sehen Goor- 
dinaten von Q^ und G'^ in Bezug auf das Dreieck Fj P^ Ps bez. 
Pi P^ Pfl ansehen. Sind (iifht^s nnd 1/1V2V3 die den gleichbezif- 
ferten Ecken anliegenden Winkel beider Dreiecke, so erfüllen die 
Strecken p demnach die beiden Identitäten : 

Pi +P2 +Pi—'^PiP2C0Sli3 — 2p^PsC08(ii —2psPiC0Sii2 =41)2, 
P'i +p'2+p1'^ 2pi'p2'cosvs-'2p2'pBCOSVi — 2ps'pi'cosv2 =42y2. 

Setzt man hier die oben gefundenen Werthe ein und drückt 
die Dreiecksdeterminanten durch die Flächen der beiden Dreiecke 
aus, so erhält man: 

J__ hihihi /ßl ,ßl + ßl^ 2^cosu, - 2M1COSU 

Die reciproken Werthe der beiden auf den rechten Seiten auf- 
tretenden Polynome mögen mit B^ und B'^ bezeichnet werden. 
Nimmt man für B und B' die Wurzel mit dem Vorzeichen, welches 
dem Erweiterungscoefficienten zukommt, so hat man die gewünschten 
Formeln : 

hl h^ hz 

A>- ^ ff 

m 'h Äs 
5. Seien P und P' zwei beliebige entsprechende Punkte, Ä 
und A' die Coefficienten, mit denen Q-^ bez. Q'^ multiplicirt wer- 
den müssen, um auf die erste Normalform zu kommen, p der Ab- 
stand des Punktes P von G^, p' der des Punktes P' von 6r'ao-* ^^^' 
dann erhält man durch Substitution von 

Xt = (^1 «1^:^.1 + ^«2^« + ^3^3^*3) : <J» 
bez. xi = ßißixii + AsftaJw + hßs^U) ' 'P, 

12* 



_ 2 «8 «1 
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in' die Gleichungen der Gegenaxen 4 c) die Formeln: 

t ^ 

Durch Multiplication erhält man einen von r und d, d. i. von 
der Lage der Punkte P und F' unabhängigen Ausdruck : 



>^^HMM,j),jy,A.A'. 



b) P.P'= ^, 

Hieraus folgt der 

Lehrsatz: Das Product der Abstände zweier ent- 
sprechender Punkte von den beiden Gegenaxen ist eine 
constante Grosse. 

Durch Substitution der oben berechneten Werthe für Ä und 
A' erhält man das constante Product pp' unabhängig vom Coor- 
dinatensystem : 

c) p .p' = 4.Diy.BB\ 

6. Alle zu T parallelen Geraden haben die Gleichungsform 

a) Ti ~ T + Ä.Too =0, 

woraus man durch Variation des k von — 00 bid ^- OO alle zu T 
parallelen Geraden erhält. 

Setzt man in a) 
SO erhält man 

«1 «2 ^8 

Dieser Geraden entspricht: 

Pi Pi P» 

oder: 

b) Ti' = T' + Ä . ff'oo = 0. 

Umgekehrt entspricht einer Parallelen Ti zu einer beliebigen Ge- 
raden der zweiten Ebene T', 

Ti' = r + Je , T^ = 

eine Gerade Ti mit der Gleichung: 
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Aus b) und c) folgt der 

Lehrsatz: Einer Schaar paralleler Geraden der einen 
Ebene entspricht ein Büschel in der andern Ebene, dessen 
Centrum auf der Gegenaxe dieses Systems gelegen ist. 

Dies Büschelcentrum hat man als den Punkt zu betrachten, 
welcher dem unendlich fernen Punkte entspricht, der in der Sich- 
tung der auf der andern Ebene gezogenen Parallelen liegt. 

Eine Parallele zur Gegenaxe hat die Gleichung: 

d) ö„ + Ä r«, = 0. 

Die Grleichung der entsprechenden Geraden ist nach dem Vor- 
hergehenden : 

r^ + kG'^ =0, oder 

e) ö'„ + i r« = 0. 

Die Parallelen zu den Gegenaxen beider Ebenen sind 
paarweis entsprechende Gerade. 

Die Entfernungen je zweier entsprechenden Parallelen zu den 
beiden Gegenaxen werden durch die Gleichung 5 b) verbunden. 

7. Dem unendlich fernen Punkte einer Geraden entspricht 
derjenige Punkt, in welchem die der ersten entsprechende Gerade 
die Gegenaxe dieser Ebene schneidet. 

Dem unendlich fernen Punkte einer Parallelen zur Gegenaxe 
des einen Systems entspricht demnach der unendlich ferne Punkt 
der entsprechenden Parallelen des andern Systems. 

Hieraus folgt, dass die entsprechenden Parallelen zu 
den Gegenaxen ähnliche Punktreihen enthalten. 

Man kann dieses Resultat auch auf folgendem Wege gewinnen : 

Seien PaP zwei beliebige Punkte der einen Ebene, PaP* di© 
entsprechenden der andern, und seien die Coordinaten eines Punktes 
Pft der Geraden PaP abgeleitet nach 

Xib = mxta + wa?*, w + n = 1, 

während für den entsprechenden Punkt Pl gelte: 

4j = lix'ta + ^4, II + v=l, 

so ist die Aehnlichkeit beider Punktreihen PaP' und PiP' aus- 
reichend und nothwendig bedingt durch . . 

m = II, n = V. 
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Setzt man für Xta ^jt ^ia a?i ihre Werthe ausgedrückt durch 
Xii X]g2 x^g , SO erhält man 

Sollen diese beiden Punkte unabhängig von m und n entspre- 
chend sein , so muss unabhängig von m und n die Yerhältnissglei- 
chnng gelten 

(Ja <5 ) \ ^a "ö"/ ' \ <J« "■ Ö y 

\ r« r J \ ta ^ / \ tr« r / 

Man überzeugt sich leicht, dass dies ausreichend und noth- 
wendig bedingt ist durch 

Alle Punkte, deren l diese lineare Gleichung erfüllen, gehören 
zwei entsprechenden Geraden an. Diese Geraden enthalten den 
Punkt Pa bez. Pi; denn für diese Punkte werden r und ö bez. 
zu ta nnd 6^. Ferner enthält jede Gerade, die durch eine Gleichung 
der Form 

mt — nC = 

charakterisirt wird, den Punkt, für welchen zugleich 

r = und <y = 0, 

d. i, den in der Gegenaxe r = bez. 6 = gelegenen Punkt 
der unendlich fernen Geraden <J = in der ersten, r = in der 
zweiten Ebene. Die der Gleichung 

mt — w<y = 
zugehörigen zwei entsprechenden Geraden gehen demnach den Ge- 
genaxen parallel. Es sind demnach je zwei entsprechende Paral- 
lelen zu den Gegenaxen ähnliche Punktreihen, q. e. d. 

8. Lehrsatz: Der geometrische Ort für die Spitzen 
der Dreiecke, welche über derselbenBasis construirt sind 
und deren Flächen zu den Flächen der ihnen entspre- 
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chenden Dreiecke ein constantes Verhältniss haben, ist 
eine Parallele zur Gegenaxe, — der Ort für die Spitzen 
der entsprechenden Dreiecke mithin die entsprechende 
Parallele zur Gegenaxe der zweiten Ebene. 

Beweis. Die Basis sei P^P^j die variable Spitze P; mithin 
JP4 P^' P' das entsprechende Dreieck. Die Flächen der beiden Drei- 
ecke sind nach §. 2, 1 a): 






P^'P^'P 



wobei 






D, 

!>'. 



L = 



'14 
15 



A24 

Soll nun das Verhältniss beider Flächen den constanten Werth 
k haben , so ergiebt sich folgende Bedingungsgleichung für Ai A2 A3 : 



A34 

A35 

A-3 



a) 



«1 «2 «3 



D : 



ßl ß2 ß 



8 



^ D' = h 



<J4<J5<J X^X^X 

Hieraus folgt: 

^1 «2 «3 ^4^5 . 1> . ^ — A; . ßl ßi /33 <?4 Ö5 . jy . =: 0. 
Diese Gleichung hat die allgemeine Form 

mx — w <J = 0, 

ihr gehören demnach zwei entsprechende Parallelen zu den Gegen- 
axen zu. 

Nimmt man zur Umkehrung an, dass zwei über entsprechenden 
Basen P4 P5 bez. P4' P5' construirte entsprechende Dreiecke ihre 
Spitzen in entsprechenden Punkten zweier (entsprechenden) Paral- 
lelen zu den Gegenaxen finden, so variiren die k dieser Spitzen 
gemäss einer Gleichung von der Form 

mx — n ö = 0. 

Man schreibe für dieselbe 

«i«2«3r4r,2).r=!i.^J^i^.fti32/J,(J4<J5 2>'<^, 

m ßiß2ßz<^^^hl^ 

so folgt aus a) : 

P4P5P n . «1 «^ «3 . r4 r5 . D 



P4'P5'P' m.ßiß^ßz.C^O^.iy' 
also ist dies Verhältniss für alle und nur für die entsprechenden 
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Punkte P und P entsprechender Parallelen zu den Gegenaxen 
constant, q. e. d. 

Lehrsatz: Der geometrische Ort für die Punkte, 
deren Abstand von einer festen Geraden zum Abstand der 
entsprechenden Punkte von der entsprechenden Geraden 
ein constantes Yerhältniss haben, ist eine Parallele zur 
Gegenaxe; die entsprechenden Punkte der andern Ebene 
liegen demnach in der entsprechenden Parallelen zur 
Gegenaxe dieser Ebene. 

Beweis. Die feste Gerade habe die Gleichung Ta = 0, die ent- 
sprechende Ta = Oj welche in derselben Form wie in Nro. 3 vor- 
ausgesetzt werden mögen. 

Dann ist nach Nro. 3 b) das Yerhältniss der Abstände ent- 
sprechender Punkte P und P' von Ta bez. 2^; 

Soll das Yerhältniss den constanten Werth k besitzen, so er- 
giebt dies für r und ö eine Bedingungsgleichung von der Form 

mt — nö = 0, 

dem Lehrsatze entsprechend. 

Aas diesem Beweise und der Giltigkeit der Umkehrung des- 
selben besteht der vollständige Beweis des Lehrsatzes. 

Derselbe ist eine einfache geometrische Folgerung* des vorher- 
gehenden Satzes. 

9. Zwei dem Punkte P unendlich nahe benachbarte Punkte 
P4 P5 und die dem entsprechenden Punkte P' unendlich nahen 
Entsprechenden P4 Pb werden erhalten, wenn man den für P cha- 
rakteristischen Coefficienten Ai k^ A3 zwei verschiedene verschwin- 
dend kleine Yariationen ertheilt. 

Nach §. 2, 1 a) ist 

PP4P5 «1 «2 «3 ■ J> tt^t^ 

PP.'P,' — ß,ß,ßs.D* ' 06,0,' 

Die den Punkten P^P^PiP,' zugehörigen Summen ^A^h'^^'^h 
sind von den zu P und P' gehörenden Werthen ü und t unendlich 
wenig verschieden. Folglich ist 

ÖÖ4Ö5 0^ 

und demnach 
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Hieraus folgt der 

Lehrsatz: Das Yerhältniss zweier entsprechenden un- 
endlich kleinen Flächen ist nur abhängig von der Lage, 
nicht von der Gestalt derselben. 

Oder: Das Yerhältniss zweier an entsprechenden 
Punkten gelegenen entsprechenden Flächen ist eine 
Function dieser Punkte. 

10. Lehrsatz: Die beiden entsprechenden geome- 
trischen Oerter der entsprechenden Punkte, für welche 
das Yerhältniss entsprechender Flächenelemente constant 
ist, sind zwei entsprechende Parallelen zu den Gegenaxen. 

Beweis. Aus Nro. 9 a) folgt für derartige Punkte, wenn das 
constante Flächenverhältniss = h ist: 

«1 «2 «3 D z^ 



/3. /52 ^3 -D' ö» 
Diese cubische Gleichung liefert nur eine reelle Wurzel für das 

Yerhältniss — • Setzt man den reellen Werth von 
o 



V 



aiOsOsD ia 



T = w, |/ä = 



so ergiebt sich die reelle Wurzel x : ö aus 



»«, 



T 

w— = w. 
(J 

Demnach erfüllen alle die fraglichen Punkte P und P' die Gleichung 

mx — n ö = 0, 

liegen also auf entsprechenden Parallelen zu den Gegenaxen. 

Die Umkehrung des eben Bewiesenen vervollständigt den Be- 
weis des Lehrsatzes. 

11. Die in den vorigen beiden Nummern entwickelten Sätze 
und Formeln geben ein einfaches Mittel an die Hand, um das Yer- 
hältniss y entsprechender Strecken auf zwei entsprechen- 
den ähnlichen Geraden zu bestimmen (Nro. 7). 

Das Yerhältniss entsprechender Strecken ist hier wegen der 
Aehnlichkeit gleich dem Yerhältniss unendlich kleiner entsprechen- 
der Strecken ; und dieses Yerhältniss ist der Quotient aus dem' Yer- 
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hältnisB der Flächen entsprechender, über den verschwindenden 
Strecken als Basen construirter differentieller Dreiecke und dem 
Yerhältniss der Höhen derselben. 

Das Yerhältniss der differentiellen Flächen für" zwei entspre- 
chende durch die Punkte P und P' gezogenen Parallelen zu den 
Gegenaxen ist nach Nro. 9 

Das Yerhältniss der Höhen, d. i. dei* Abstände nächst benach- 
bai*ter entsprechender Parallelen bestimmt sich aus 

p.y = ^Diy.BB' (Nro. ö c) 



zu 



% = -^4Diy,BB'' 



dp' p' 

Setzt man hier für p' den aus Nro. 5 a) folgenden Werth, so 
erhält man 

""^ dp' ~ ~ D'.B'.ö^^^ 

Hieraus ergiebt sich das gewünschte Yerhältniss 

^ ^"^^'dp'— ßlß2ß3>B,ö' 

Ueber die Bedeutung des Yorzeichens von y giebt folgende 
Bemerkung Aufschluss: 

Werden die beiden entsprechenden Parallelen zu den Gegen- 
axen in vom Fixpunkt aus gesehen gleichen Richtungen durch- 
laufen, so haben alle Dreiecke, deren Spitzen auf gleichnamigen 
Seiten der Parallelen liegen, gleiche Zeichen, im Gegenfalle un- 
gleiche. 

Werden hingegen die entsprechenden Parallelen so zurück- 
gelegt, dass die Bewegungen vom Fixpunkt aus gesehen entgegen- 
gesetzt gerichtet erscheinen, so haben alle die Dreiecke gleiche 
Zeichen, deren Spitzen auf ungleichnamigen Seiten der Parallelen 
liegen, im Gegenfalle ungleiche. 

Da 

t^ BD . r« , 1 



Ö2 B'D' ~ '^(52^^ B'^I/i' 

so haben demnach k und y gleiche oder entgegengesetzte Zeichen, 
je nachdem pp' negativ oder positiv ist. 

Ist aber pp* positiv, so ist dp : dp' negativ; die Spitzen der 
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entsprechenden differentiellen Dreiecke liegen demnach auf ungleich- 
namigen Seiten der Basen; ist hingegen 'g'p* negativ, so liegen die 
Spitzen auf gleichnamigen Seiten der Basen. 

Nennt man nun zwei entsprechende Gerade gleichsinnig oder 
ungleichsinnig, je nachdem entsprechende Strecken derselben von 
entsprechenden Endpunkten ans vom Fixpunkte aus gesehen in 
gleichen Kichtungen durchlaufen werden oder nicht, so erhält man 
folgendes Resultat : 

Ist y > 0, so sind die zu y gehörigen entsprechenden Paral- 
lelen gleichsinnig ähnlich. 

Ist y < 0, so sind die Parallelen ungleichsinnig ähnlich. 

12. Es giebt ein Paar entsprechende gleichsinnig con- 
gruente Gerade und ein Paar entsprechende ungleichsinnig 
congruente Gerade. 

Für das erstere Paar ist 

ö «1 «3 «3 B* 



a) 

für das zweite: 

b) 



^ /^ift/^s^ 



6 «1 cc2tt^B' 



Zwei symmetrische Parallele zur Gegenaxe eines 
Systems entsprechen zwei symmetrischen Parallelen zur 
Gegenaxe des andern Systems und bilden mit ihnen zwei 
Paare entsprechender Geraden, deren y sich nur durch 
die Vorzeichen unterscheiden. 

Denn sind zwei Parallelen um pi und P2 von G^^ entfernt, die 
entsprechenden um px und P2 von ö^, so folgt aus 

PlPl=P2P2, 

dass wenn P2 = — Pi ist, auch P2' = — Pi sein muss. 

Gehört ferner den Parallelen im Abstände Pk bez. pl das Ver- 
hältniss 0jt : r^ (5. a) zu, so folgt, dass 

62 öl 

— ^ ^nin ^"^^ ^^~ • 
T2 T^l 

Demnach ist: 

Y2 = — Yi, q. e. d. — 

Ist das Verhältniss y entsprechender Strecken zweier ähnlichen 
Geraden gegeben, so sind die Entfernungen derselben von den 
Gegenaxen : 
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«1 «2 ^3 -^ 

Für die beiden gleichsinnig congruenten Geraden werden 
diese Entfernungen zu: 

P --— — ^ * — ^^r~ « 

,__ „ «!«,«, B'*iy . 

^~ ßißiß, ' B ' 

Für die ungleichsinnigen congruenten Geraden ergiebt 
sich : 

^, «1 «3 «3 JB' ' 

ßi ß» ßa B 

Hiernach lassen sich die Gleichungen entsprechender Pa- 
rallelen zu den Gegenaxen aus dem Verhältniss y wie folgt 
ableiten : 

Die Gleichungen 2) = 0, S' = zweier entsprechenden ähn- 
lichen Geraden sind von der Form 



% 



-^ — ä. — ^*'' 



a:^ = 2; -^^'+/^' !£/, i = 1,2,3. 

Die Gleichungen von zwei parallelen Geraden, deren linke 
Seiten sich nur durch ein Vielfaches von Too unterscheiden, werden 
durch denselben Multiplicator auf die Normalform gebracht. Sei Äi 
der Multiplicator von 

S = und 2; ^%i = 0, 
und Ai der Multiplicator von 

3:'= und 2;' ^2; = 0, 

ßt 

so ist , JB., ^J B' 

Äi Ä2 ^3 V h h h /* 

Die Abstände p und p' der beiden Geraden von den Gegen- 
axen können als die Entfernungen eines Punktes der Gegenaxen 
von den Geraden berechnet werden. 
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Für jeden Punkt von Cr^ ist 

far jeden Punkt von Gr^ : 

Pi ^ 

Demnach ist 

1> = 2^ BD, i)' = 2-B'D'. 

Vergleicht man dies mit den oben für p und p' gefundenen 
Werthen, so folgt 

V «1 «2 «3 -B' 

Man kann demnach wählen, 
f) i^ = — Yßiß2ßzB, V =1 aia^a^B', 

Hieraus ergeben sich dann noch 

^ ÄlÄ^Äg aia2«3\^' ^ y Ä1Ä2Ä3 ßißißs B 

13. Congruente entsprechende Büschel. In congruenten 
Büscheln ist der Winkel zwischen je zwei Strahlen des einen Bü- 
schels gleich dem Winkel zwischen den entsprechenden Strahlen 
des andern Büschels. Da nun die entsprechenden Strahlen ent- 
sprechender Büschel auf den congruenten Geraden gleiche Strecken 
abschneiden, so bilden demnach die entsprechenden Strahlen con- 
gruenter Büschel mit den congruenten Geraden gleiche Winkel, und 
die Entfernungen der Centren congruenter Büschel von den con- 
gruenten Geraden sind in beiden Systemen — ohne Rücksicht auf 
die Vorzeichen — gleich. 

Da nun die entsprechenden Strahlen congruenter Büschel gleiche 
Winkel mit den congruenten Geraden bilden, so sind sie von allen 
entsprechenden Punkten der congruenten Geraden gleich weit ent- 
fernt, wiederum zunächst ohne Bücksicht auf die Kichtung. 

Allgemeiner findet man, dass das Verhältniss der Entfernungen 
zweier entsprechenden Punkte auf je zwei entsprechenden ähnlichen 
Geraden von je zwei entsprechenden Strahlen der congruenten Bü- 
schel positiv oder negativ dem Verhältniss y der auf den ähnlichen 
Geraden liegenden entsprechenden Strecken gleich ist. 

Nimmt man demnach in Nro. 3 b) für Pa^a je zwei entspre- 
chende Punkte zweier ähnlichen ' Geraden , für T^ Tf, zwei entspre- 
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chende Strahlen zweier congrnenten Büschel und lässt die Indices 
2^ und a hinweg, sb ist für 

ttj Uq cc^ ff % 

M' = ± y; 

mithin : 

D . ii . «1 «8 «3 r «1 C6g ofs . ^ . r 

ly.Ä^ßiß^ßsö """•" ßißißB.B.ö' 

Hieraus ergiebt sich als die Bedingung, welche von den /i I2 h 
in den Gleichungen der Strahlen congruenter Büschel erfüllt wird: 

a) ' DÄB = + jyA'ff, 

oder in rationeller Form und beide Fälle umfassend : 

b) B^A^B^ = iy^A'^BfK 

Um den GoefBcienten A zu erhalten, berechne man die Ab- 
stände I* der Punkte PiPtP^ und setze diese PI ück er 'sehen Coor- 
dinaten von T in die bekannte Identität ein. 

Aus Nro. 3 b) folgt 

2 l 

c) J^ = --- . hxh^hz . D . «1 «2 «3 . -ä . — • 

Sind yi^iVz die Seiten, ftifi2f^3 die gegenüberliegenden Win- 
kel des Dreiecks P1P2P3, so erfüllen die |* die Gleichung 

^17? .+ ^2 y| + ^!y! — 2 |i & yi ^2 cos^s 

— 2 I2 I3 ^2 ^3 cos fti — 2|3|iy3yiCÖSfi2 = 4D«. 

Substituirt man hier die Werthe |* aus c), so folgt: 

L»! «*2 "3 

fri t2 Ä ^2 '3 ^^ '3 '1 I 

yiya c^s^g — 2— — ^2 yz cos(ii — 2 -— -cosfi« . 

«2 «3 «3«! J 



J_ _ ^l52^.^2^2^2riL.^2j^ A%.2j_i|^2 
— 2 

Ebenso findet man, wenn yxY'iyz die Seiten, f^l'f^'f^3' die 
Winkel des Dreiecks P\P^Pz bezeichnen: 

P1P2 P2P3 P3PI J 

Man gebe der Gleichung b) die Form 

1 1 - 1 J__A 

^) ^2J52 • ^2, 2)'2^2 ' A'2 ~ ' 



ft^/3,«^l[|yi'^ + |2y2'^ + |2y8'^ 
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bezeichne die Coordinateu von T nnd T' in Bezug auf die Axen- 
dreiecke P1P2-P3 bez. Pi P2 P^ mit Ut und wi, berechne It ent- 
vreder aus 

rut{=^%k) = -1 — - D Alt, 

oder aus 

^ ^k (= si) = — ^ -D g ul -Z*, 

und setze der Reihe nach die beiden Werthsysteme in d) ein. Als- 
dann erhält man zwei homogene Gleichungen zweiter Ordnung in 
Bezug auf Ut und u/. Es ist nun zu beweisen, dass diese beiden 
Gleichungen je zwei Büschel darstellen. 

Es seien T4T4 zwei entsprechende Gerade, deren l^ die Glei- 
chung d) erfüllen. Man kann die l immer so variiren, dass die 
variirten l der Gleichung d) ebenfalls genügen, und dass die Coef- 
ficienten Ä5 Ä^* der diesen l zugehörigen Geraden T^ T5 dieselben 
Vorzeichen besitzen wie Ä^ und A^', 

Alsdann sind die beiden gleichen spitzen Winkel, welche T5 
und T5' mit entsprechenden Hälften der congruenten Geraden ein- 
schliessen, gleich gelegen wie die spitzen Winkel zwischen den ent- 
sprechenden Hälften der congruenten Geraden und den Geraden T4 
und T4 und es ist ferner in Folge dessen 

"■ TT T f T ' 

-t4 -*o -*4 J-h • 

Die Gleichungen je zweier entsprechenden Geraden der beiden 
Büschel T^ T5 und T4! Tr' haben die Form : 

T = WT4 + nTß = 0, 

und es ist 

h = ^hi + w^itö« 
Berechnet man mit Hülfe dieser Werthe h die Coefßcienten A 
und A' und benutzt man die Formel 

1 ffwn ^ ^2 ^3 9 9 2 r*i4 ni 2 I ^24 hi ^ 2 

^-^ CO« T, r. = -^^. «>|«| [-^ yf + -^ y| 

«3 «1 c*2 «2 «3 



— n yi cos (I2 



]. 



«8«! 

sowie die entsprephende Formel für . , . , cos T4 I^', so erhält man 

A4 A^ 

folgende Beziehungen: 
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Da nun im vorliegenden Falle die beiden CosiniiB einander 
gleich sind , so folgt aus 

—J— =— J— 
1 1 



D^ßhü; ''' '^^'^''^ Jy^ B'U AU ''' ''^ ''^ 
die Gleichung: 



Es genügt demnach das ganze Büschel T4 T5 der Glei- 
chung d). 

Durch jeden Punkt der congruenten Geraden gehen femer 
ausser je einem von zwei entsprechenden Strahlen dieses Büschels 
noch zwei und nur zwei Gerade, welche die Gleichung 

erfüllen. 

Denn seien die Gleichungen der beiden congruenten Geraden: 

Jtf' = gidiZi + g2ä2%^ + gzdz%^ = 0, 

wo 

Ö'* = — ßiß^ßz Bat 4- «iffa «3 B'ßi (12 g), 
so sind, um der Behauptung zu genügen, m und n so zu bestimmen, 
dass die Geraden 

Tß = tnTi + nM = 0, , 
Tß'=mT4! + nM! = 
die Gleichung 

B^AIB^ = P^A'iB!^ 
erfüllen. Nun ist nach e) und den letzten Formeln in Nro. 12 
J_ _ ^ 4. «» h^hihi.aJaiai.B'* 
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1 - »»' 1 „, h^hjhj ß* ß* ß* . B' 
A'i ~~ A'! "^ ^»5'» 

_ 2 . ^, bhhimhlcos t7m'. 

Hieraus folgt eine Gleichung von der Form : 

n^ + kmn = 0, 

welche ausser dem selbstverständlichen Resultat n = ein und nur 
ein Paar entsprechende Gerade Tg Tg' liefert. 

Biese beiden Geraden Tß Te' gehören den beiden oben gefun- 
denen entsprechenden congruenten Büscheln nicht an. 

Es lässt sich ferner immer ein solches System der l finden, 
welches der Gleichung e) ebenfalls genügt, und für welches das Pro- 
duct der zugehörigen Erweiterungscoefficienten At A^' dasselbe Vor- 
zeichen hat wie Aß Aß, Dann lässt sich wie oben beweisen, dass 
jede Gerade des Büschels ^e ^7 bez. ALß A^ der Gleichung e) 
genügt. 

Durch diese beiden Paare congruenter Büschel ist der Umfang 
der Gleichung e) erschöpft. 

14. Abstände der Centren der congruenten Büschel 
vpn den Gegenaxen. 

Die Gleichungen zweier entsprechenden Parallelen zu den Ge- 
genaxen sind von der Form 

r ^(m«! + nßi)ciZi +(»»«2 + ^/32)022:2 + (»^«3 + nßz)c^%z=^Oy 
^^(»la, +w^i)rfiV+(*wa2 + Mj32)rf22^' + (wa8+n^3)^82:/=0. 

Die Erweiterungscoefficienten derselben sind: 

B ^ ^1 ^ ^ ^ 



«1 «2 «3 • *^ hih^hz ßl ßißs'^ Äi 7*2 A3 

Sollen dieselben einer der beiden Beziehungen genügen: 

DBA = ±D'B'A\ 

so folgt: 

m , lyB'^aia^as 



» 


n "~ 


DB'ßißtßs 




Man kann wählen: 








m = 


^1 ß2 ßz ' 


n-± 


BB^ 

«1 «2 ^z 


und hat demnach: 
A — + 


Äi Ä2 A3 . D -B 


' ^' = k 


J 


ihih^Bf Bf 


Heger, Analytische 


Geometrie. 


\ 


13 
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Ein Punkt von G^ hat von der ersten Geraden den Abstand 
p = J. . t» . «1 «2 «3 • -^^ (-Pi ^2 ^3); 
ein Punkt von G'^ hat von T den Abstand 

Mit Hülfe der Werthe für A Ä' mn findet man das gewünschte 
Resultat: 

«1^2 «3 1>'^'^ 



P =±2- 

2?' = + 2 . 



ßlß2ßB B 

ß,ß,ßs BB^ 



ct\ 0^ (X3 B 

Vergleicht man diese Resultate mit den Formeln Nro. 12 d) 
und e), so bestätigt sich, dass die Centren congruenter ent- 
sprechender Büschel in dem einen System eben so weit 
von der Gegenaxe dieses Systems entfernt sind, wie die 
congruenten entsprechenden Geraden im andern System 
von der Gegenaxe des letztern. 

Die beiden Centren, denen das positive Zeichen zugehört, liegen 
auf gleichnamigen Seiten der gleichsinnig congruenten Geraden; 
mithin haben diese beiden Büschel dieselbe Drehrichtung. 

Die beiden anderen entsprechenden Centren liegen auf ungleich- 
namigen Seiten der congruenten Geraden, die beiden Büschel haben 
also entgegengesetzte Drehrichtung. 

Es giebt demnach ein Paar gleichsinnig congruente entspre- 
chende Büschel und ein Paar ungleichsinnig congruente entspre- 
chende Büschel. 

Die irrster en beiden entsprechenden Punkte mögen als posi- 
tive CoUineationspunkte, die beiden letzteren als negative 
Collineationspunkte bezeichnet werden. 

Diu'ch Verschiebung zweier auf einander liegenden collinear 
verwandten Ebenen lassen sich die positiven Collineationspunkte 
zur Deckung bringen; durch Drehung, lässt es sich dann erreichen, 
dass die durch den nunmehr gemeimdchaftlichen CoUineationspunkt 
gezogenen entsprechenden Strahlen mit ihren entsprechenden Hälften 
auf einander fallen. Alsdann decken sich insbesondere die beiden 
gleichsinnig congruenten Geraden so, dass die entsprechenden Punkte 
auf einander liegen, und die beiden Gegenaxen laufen parallel. 

Wendet man hingegen die eine Ebene im Räume um, und ver- 
eint man dann die negativen Collineationspunkte, so wie die durch 
dieselben gehenden entsprechenden Strahlen, so decken sich die 
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entsprechenden Punkte der ungleichsinnig congruenten Geraden 
und die Gegenaxen gehen ebenfalls parallel. 

Zwei collineare Systeme, welche die eben erörterte Lage haben, 
heissen collinear liegende Systeme. 

15. Die Untersuchung über congruente Büschel zweier colli- 
nearen Ebenen lässt sich mit Hülfe der liiniencoordinaten wie folgt 
führen : 

Sind T5 Tß , T5' Tq zwei Pafir entsprechende Strahlen zweier 
congruenten Büschel, so ist 

a) T^ Tß = T5 Te . 

Sind TT* zwei beliebig entsprechende Strahlen derselben 
Büschel, so ist die zweite ausreichende und noth wendige Bedingung 
für die Congruenz der Büschel: 

b) sin 1\T : sin TTg = T/T' : sin T^Te', 

T und T' werden aus den gegebenen Strahlen mit Hülfe der For- 
meln abgeleitet: 



Uk = 



ms^ -{- n 



Da nun 



* mt^ +. ntß 



sin T5 T : sinTTß = — - : — ^, 
sinTVr-.sinTl^s'^^:'^, 



wenn rr' die Abstände der betreffenden Geraden vom Fixpunkte 
angeben, so kann man b) durch folgende Gleichung ersetzen: 

V s^ Ss h h 

c) — : — = "-7 • "^ * 

Für den Winkel TaTi, zweier Geraden gilt 

cos tTTö = — ^ UiaUngl + U2a^2hg2 + ^a'^bül 
d) — («*iaW26 + U2aU\h)9l92 COSy^ — {u^a^h + UsaU2b)g29s COS^i 

— (UiaUib + Uianzh)9z9\ cosy^U 

für den Abstand vom Fixpunkte hat man die Formel: 

13* 
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e) -3- = tli*«^i* + ulaQl + «8«^l -—^fhathagig^ COS y, 

— ^ uia fhbg 2 g» COS y 1 — 2112^^^09991^08^2, 

Setzt man nun 

Un = (hb «1 «*« + ^26 «2«*« + hb^h^kz) '- «5, 
Ujts = Gl« ölt«« + l2B02^k2 + 'seOaWis) : «6 

in d) und e) ein, so erhält man 

^T^ — ^* ^« r? 7 «i**4. 1 1 ^^ ±.1 1 «8 

CO8 I^Ie = — — «16 *16 "2 + *26 '26 "2 •" '»» '3« ^2 

05*6 L M ^2 '3 



— (h5h6+h&he)^^-^cosfi2\, 



*5 72 ^1 173^2 172 ^3 97 7 ^» ^ ^^. „ 

X *^ö ^1 *^2 *^3 ^1 ^2 

— 2?26'36 CöSft] — 27867i6 COS^^ 

♦•2^8 ^iJ^'l 

b) % = ^1*6^2 + ^hehe^ COSfH 

'8 r j rj 7^2 

Eben so erhält man: 

COS 



i) 






— Gi6?2« + hbh^)ArnCos^* + • •• L 

ri r2 J 



Tß * rj ' t^i »2 

Bezeichnet man abkürzend die linken Seiten von g) und k) mit 
SK5 und 9?6 , die von h) und 1) mit SWe und 9?8 , die eingeklammer- 
ten Polynome in f) und i) mit P und Q, so lassen sich die Bedin- 
gungsgleichungen 

cosT^Te = COsT^Te\ 

^6 fe »'s ^6 
ersetzen durch: 
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m) %P - m,Q = 0, 

n) %wi - m,% = 0. 

Denkt man sich T^ gegeben und Ta variabel, so liefert n) eine 
Curve zweiter Classe, m) einen Punkt. Das Gebilde n) wird von 
Ts berührt ; denn die Gleichung wird erfüllt für ÜÄe = 3»6 , 
SRs = ^6* Die Gleichung m) ist die des Tangentialpunktes von Ts 
an n). Da nun Te, wenn es mit Jg das Problem löst, beiden Glei- 
chungen genügt, 80 folgt: Die Gleichungen m) und n) haben nur 
die gemeinsame Lösung 

26 = Te, 
wenn n) ein Kegelschnitt ist. 

Die Gleichungen m) und n) haben hingegen unzählige Lösungen, 
nämlich sämmtliche Strahlen des Büschels m), wenn die Gleichung 
n) zwei Punkte darstellt. 

Nur der letzte Fall ist für unser Problem werthvoU. 

Demnach ist T^ so zu wählen, dass die Gleichung n) in zwei 
reelle lineare Factoren zerfallt. Dies tritt ein, wenn die Discrimi- 
nante von n) verschwindet, d i. wenn 



% -^ COS fts — SKö —7—, COS ih' 



% 









n^3 



COSfl^ 



Sjl^^COSiL,-^m,^C0S(ls'. -%?'+3W53-2. 



rgri 



ra n 



% 






cm ^2^3 / 



r2rz 



COS^l' 



- *• — r^r2 



^i 



o) 
80 ist 



— -'^6 TT "T *'*6 -^ 
'3 ^B 

Setzt man hierfür abkürzend 



= 0. 



** 727272''» ^ — - '2*. '2v.'2"' 



♦•l*'2*'3 



« = 



— 1 

008 f^i 



COS fi« COS fi3 
— 1 COS/ii 
COS^l — 1 



ri'ra'-'ra 
— 1 



COS fi3 

cos^a' — 1 
COS 112' cos f»i' 



cosih 

C0S(li 

— 1 
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Bezeichnet man mit YiV^yz bez. y\ y'! yz die Seiten der Drei- 
ecke Ti Tj Tz bez. T/ Ti Ti , so bestehen die beiden Systeme von 
Gleichungen : 

— y\ +yaC0Sft3 + y8CöSfAa = 0, — yi + yj cos f*8 4-^3^08^ = 0, 
yicosfts — ya + n <Jos fti = 0, ylcosfAs — yJ + yJ eos^ =0, 
yicosfia + yacosfti — yz =0, yl cosfii + y%cos^\ — ya =0. 

Hieraus folgt: d = d' == 0. 

Von der übrig bleibenden Gleichung 

9?6aK6(b% — cÜKb) = 

sind die Wurzeln 

S»5==0, oder ÜK6 = 

für die Lösung unsers Problems ohne Bedeutung; demnach erübrigt 
als Bedingung dafür, dass n) zwei Punkte darstellt: 

p) - 5!«6 — c9»6 = 0. 

Da in dieser Gleichung die Z,-5 variabel zu denken sind, da 
femer ÜKs nnd 9?5 dieselben Functionen der 7,-5, wie die 39^6 9^6 in 
Bezug auf die lit sind, so hat die Gleichuug p) dieselbe wesentliche 
Gestalt wie n). Insbesondere enthält die Discriminante dieselben 
Coef&cienten ahcd^ die in o) vorhanden sind, an den Stellen von 
yis^s stehen aber bez. ( — c) und ( — h). Durch diese letzteren 
Werthe verschwindet p) identisch. Es ergiebt sich demnach: Alle 
die Geraden T^, in welchen Centra congruenter entspre- 
chender Büschel gelegen sind, bilden zwei Büschel. 

Setzt man aus p) den Werth 

aWö : 9?5 = b : c 
in n^) ein, so erhält man: 

hQ — cP = 0, 

Diese Gleichung liefert in Kücksicht auf die Variabein Z,-6, dass 
die Geraden Te einen der beiden durch jp) dargestellten Punkte 
enthalten. 

Demnach sind die beiden unter p) enthaltenen Büschel 
der Geraden Is die beiden congruenten Büschel. 
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§. 3. 

Specielle Fälle der Collineation. 

a. Affinität. 

1. Zwei coUineare Systeme sind affin, wenn das Ver- 
hältniss entsprechender Flächen constaut ist. 

Für Erfüllung dieser Definition ist ausreichend und noth- 
wendig, dass das Verhältniss diflFerentieller entsprechender Dreiecke 
constant ist. 

Sind F und F* zwei derartige Dreiecke , so ist 

w . -0 — ^1 ^g ^« !! R. 

Soll dieser Quotient unabhängig von Xi A2A3 sein, so muss 
CCi = ßi, «2 = ft, «3 = ßs, 

und es ist 

FiF' = D : D'. 

Ferner ist für alle Punkte 

t = 0. 

2. In affinen Systemen entsprechen sich die unend- 
lich fernen Punkte beider Systeme. 

Denn die Gleichungen 

r = und 6 = 
werden wegen 

r = 
zugleich erfüllt. 

Je zwei Parallelen des einen Systems entsprechen 
demnach zwei Parallelen des andern. 

Ferner wird die Bedingungsgleichung (§. 2, 7) 

für die X zweier Punktpaare P« Ja und -PjPj, wenn die entsprechen- 
den Geraden Fa^b nnd P^Pft ähnlich sein sollen, identisch erfüllt. 
Im engsten Anschluss an den eben bewiesenen Satz ergiebt sich 
demnach: 

In affinen Systemen sind alle entsprechenden Gera- 
den ähnlich. 

3. Nach §. 2, 3 ist das Verhältniss der Abstände zwei6r ent- 
sprechender Punkte Pa^a ^om zwei entsprechenden Geraden T^Tl: 
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t V —^ ^ 

^6a • **« — 2/ " ili' 

Dieser Quotient ist unabh&ngig von der Lage der Punkte; hieraus 
folgt (im Anschluss an Nro. 1): 

In affinen Systemen ist das Yerhältniss der Abstände 
entsprechender Punkte von zwei entsprechenden festen 
Geraden constant. 

4. Das Verhältniss y entsprechender Strecken ist wegen der 
Aehnlichkeit je zweier entsprechenden Geraden nur von der Lage 
der Geraden abhängig, welche die Strecken enthalten. Es wird aus 
dem Yerhältniss der Flächen und der Hohen entsprechender über 
den Strecken als Basen construirter Dreiecke gefanden. 

Seien P^P^ und P^' Pe! die beiden Strecken, Ä und A' die 
Erweiterungscoefficienten der Geraden P^Ps und P4 P^', sei ferner 
Pe P%' ein beliebiges Paar entsprechender Punkte , £ |' ihre Abstände 
von P4P6 bez. Pj P^' , so ist: 

P.PsPeiPi'PöPs =D:D\ 
^:i' = DÄ iI/Ä', 
folglich ist 

Y = A' : Ä. 

5. Entsprechende Gerade haben in afßnen Systemen die 
Gleichungen : 

T=hZ, + h%2 + h^B =0, 

r= hz^' + h%2' + hXf! = 0. 

Da die unendlich fernen Geraden sich entsprechen: 

T„ = Si + Ja + 2:« = 0, 

so haben demnach entsprechende Parallele Ti || T und T/ || T' die 
Gleichungen : 

Ti = (h + Ä)5Ei + (J, + Ä)5C + (?, + k)%, = 0, 

V= (?x + k)Zi'+ (i, ^. h) %' -^ (k + k)%'= 0. 

Hieraus folgt 

^ = + ^1 , A' = ± Ai\ 

Werden demnach die Gleichungen von Geraden in den Formen 
^.2,3 a), oder §. 2, 4 b) geschrieben , so haben in affinen Systemen 
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parallele Gerade gleiche oder entgegengesetzt gleiche Erweitemngs- 
coefficienten. 

Dies ergiebt im Verein mit den Resultaten von Nro. 3 und 4: 
Die absoluten Werthe der Abstände je zweier entsprechenden Ge- 
raden aus zwei entsprechenden Parallelen - Schaaren von zwei festen 
entsprechenden Punkten haben ein constantes Yerhältniss. Oder: 

Der Abstand je zweier Parallelen einer Parallelen- 
Schaar hat zum Abstände der entsprechenden beiden Pa- 
rallelen aus der entsprechenden Schaar ein constantes 
Yerhältniss. 

Ferner : 

Der absolute Werth des Aehnlichkeitsexponenten y 
ist für alle Geraden einer Schaar und ihrer Entsprechen- 
den constant. Man bemerke dabei, dass zu allen Parallelen- 
Schaaren dieselbe einzige unendlich ferne Gerade gehört, — und 
diese Pai*adoxie .wird einzig und ausreichend durch den hypo- 
thetischen Charakter der unendlich fernen Geraden auf- 
geklärt; demselben zufolge hat die unendlich ferne Gerade 
keine bestimmte Kichtung. 

Die Bedeutung des Vorzeichens von y ergiebt sich durch fol- 
gende Betrachtung: 

Hat das Verhältniss entsprechender Dreiecke dasselbe Zeichen 
wie das Verhältniss zweier homologen Höhen, so sind die Basen 
gleichen Sinnes, im Gegenfalle ungleichen Sinnes. Sind A\ und 
A\ die Erweiterungscoefficienten' der beiden Geraden T\ und Ti', 
welche die Basen enthalten, so sind also in den Fällen 

4i : A^ (= y) ^ 

die Geraden T\ und T\ gleichen bez. ungleichen Sinnes. 
Für zwei andere entsprechende Gerade 

r, II Ti , r,' II Ti' 

ist , - 

A^ \ A^ = + ^1 : ^1 , 

wenn der Fixpunkt von den beiden Streifen Tj T\ und T^ T\ zu- 
gleich eingeschlossen oder ausgeschlossen wird; hingegen ist 

^2 : A^ = A\ \ A\ y 

wenn der Fixpunkt innerhalb des einen und ausserhalb des andern 
Streifens liegt. 

Versteht man nun unter gleichgerichteten bez. ungleichgerich- 
teten Bewegungen auf zwei Parallelen derselben Ebene solche Be- 
wegungen, welche gleichen bez. ungleichen Sinnes erscheinen, wenn 
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man die eine Parallele durch Parallelverschiebung mit der andern 
zur Deckung bringt, so folgt: 

Werden die Parallelen der einen Ebene in ein und derselben 
Kichtung durchlaufen, so sind auch die entsprechenden Bewegungen 
auf den entsprechenden Parallelen der andern Ebene gleichgerichtet. 

Der Gleichung 

genügen zwei verschiedene Schaaren von Geraden und 
ihre Entsprechenden. 

Denn diese Gleichung repräsentirt ein Gebilde zweiter Ord- 
nung. Wird sie durch irgend ein Paar entsprechender Geraden 
Ti Ti befriedigt , so wird ihr auch durch die entsprechenden Paral- 
lelen zu Ti und Ti genügt; demnach enthält die fragliche Glei- 
chung einen unendüch fernen Punkt. 

Seien nun T„ T« zwei beliebige entsprechende Gerade mit den 
Erweiterungscoeffieienten An nnd A'n, so haben entsprechende Ge- 
rade der Büschel Ti Tn und Ti Ti die Gleichungen 

T = mTi + n T„ = 0, 
r = mTi' + wTi = 0, 

und die Erweiterungscoeffieienten A und A* bestimmen sich aus : 

Damit nun auch T und T' das Verhältniss i y besitzen, müssen 
m und n der Gleichung genügen: 



Y*Äl^ Y^AxAn"^'^' ^.'« ' A,'A', 

Diese Gleichung liefert ausser der selbstverständlichen Wurzel 

•^ = 

noch ein und nur ein Verhältniss n~: m. 

Da nun alle Geraden, welche zu den durch m : n definirten- 
Geraden T und T' parallel gehen, ebenfalls das Verhältniss i y 
besitzen, so folgt, das» der Gleichung 

zwei Büschel mit unendlich fernen Centren zugehören. 

Zwischen den Resultaten des allgemeinen Falles und den eben 
gefundenen Ergebnissen besteht kein Widerspruch. 
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6. Die beiden Paare congruenter Büschel werden hier 
zn zwei Schaaren, deren Abstände von entsprechenden Punkten 
positiv oder negativ gleich sind, für welche also 

7. Die Affinität ist durch drei Paare entsprechender 
Punkte bestimmt. 

Denn seien die Coordinaten eines beliebigen vierten Punktes 
der ersten Ebene 

so sind die Coordinaten der entsprechenden Punkte wegen «,- =• ß, 
bestimmt, nämlich 

Xlt = «1 4l + «2 42 + «3 ^3- 

b. Aehnlichkeit. 

8. Collineare Systeme sind ähnlich, wenn das Ver- 
hältniss entsprechender Strecken constant ist. 

Aeho liehe Systeme bilden einen Specialfall der affinen Systeme; 
denn die Affinität wird ausreichend dadurch bedingt/ dass alle ent- 
sprechenden Geraden ähnlich sind; denn hieraus folgt rückwärts 
(j = r, und hieraus wiederum das constante Verhältniss entspre- 
chender Flächen. 

Demnach ist in ähnlichen Systemen 

«1 = ^1 , «2 = ft I «8 = ^3. 

Damit nun das Verhältniss je zweier entsprechenden Strecken 
constant gleich i v sei, muss noch überdies unabhängig von den l: 

Setzt man die Werthe für Ai und Al,^^ so erhält man folgende 
sechs Gleichungen: 

YiYiCOS(ii = v^yiytcos^i, 

wo für i 1, 2, 3 und für ikl irgend eine Permutation der Num- 
mern 1, 2, 3 zu setzen ist. 

Hieraus folgt als ausreichende und nothwendige Bedingung 
der Aehnlichkeit, dass 

«1 = ^1 1 «3 = ft » C6s = ßs 

und D CO jy. 
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c. Congruenz. 

9. Gollineare Systeme sind congruent, wenn je zwei 
entsprechende Strecken einander gleich sind. 

Dieser Specialfall der Aehnlichkeit wird erreicht, wenn 

«1 = /Si ♦ «2 = ft , «3 = /Ja 
und D^jy. 

Zwei affinp, ähnliche, oder congruente Systeme heissen 
gleichsinnig oder an gleich sinnig affin ete., je nachdem die 
Dreiecke D und 1/ , mithin je nachdem je jwei entsprechende Drei- 
ecke gleichen Sinnes sind oder nicht. 



§.4. 

Doppelelemente auf einander liegender collinearer 

Systeme. 

1. Doppelelemente oder gemeintichaftliche Elemente 
zweier coUineMren Systeme sind alle Punkte oder Geraden, welche 
mit dem entsprechenden Punkte bez. der entsprechenden Geraden 
zusammenfaUen. 

Für die X von Doppelpunkten gilt damnach das System: 

die l von Doppelgeraden bestimmen sich aus: 
b) (haiUn -f ka^Uti + h(hUt») : 8 

Zur Bestimmung der k und l sind irgend zwei der drei Gleichungen 
des Systems a) bez. b) ausreichend; denn sind die X den ersten bei- 
den Gleichungen a) gemäss bestimmt, so ist 



daraus folgt 



Xi = Xi\ X2 = Xq': 



x^ = x'^. 



Aehnliches gilt von den l der Doppelgeraden. 

Multiplicirt man die Gleichungen a) mit ör, die Gleichungen 
b) mit stj so sind die Producte homogene Gleichungen zweiten 
Grades der X und h 

Wählt man zwei aus jedem Systeme , so liefern dieselben vier 
Systeme von Verhältnissen 
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A| : A2 : A3 bez. h ' h - ^8* 
Zwei dieser Yerhältiiisssysteme sind immer reell, da das aus 

V 6 = r = , sowie das aus 

^^ bez. 8=0 t = 

folgende Yerhältnisssystem reell ist und den Gleichungen a) bez. b) 
genügt. ' 

Die den Gleichungen c) entspringenden Systeme der k und l 
genügen aber der geometrischen Forderung nicht; denn diesem 
Systeme der A gehören die einander entsprechenden unendlich fernen 
Punkte der Gegenaxen, und dem Systeme der l die beiden durch 
den Fixpunkt gehenden entsprechenden Geraden zu; weder die bei- 
den erstgenannten Punkte , noch die beiden letztgenannten Geraden 
fallen im Allgemeinen zusammen. 

Jede andere Wurzel der ausgewählten Gleichungen liefert end- 
liche Werthe der Xt und xi bez. Ut und fi^, mithin solche Werthe, 
die der geometrischen Forderung genügen. 

Hieraus folgt: 

Zwei auf einander liegende coUinear verwandte Ebe- 
nen haben einen Punkt und zugleich eine Gerade, oder 
drei Punkte und drei Gerade gemein, die sich selbst ent- 
sprechen. 

Die Doppelpunkte sind Träger zweier entsprechenden concen- 
trischen Büschel, die Doppelgeraden sind Träger zweier entsprechen- 
den Punrktreihen. 

Ist nur ein Doppelpunkt und eine Doppelgerade vorhanden, so 
haben die beiden entsprechenden concentrischen Büschel keine Dop- 
pelstrahlen, die beiden auf einander liegenden Punktreihen keine 
Doppelpunkte. 

2. Sind drei Doppelpunkte vorhanden und bezieht man die 
Collineationsgleichungen auf das Doppeldreieck, so gewinnen die- 
selben folgende einfache Gestalt: 

Die Coordinaten entsprechender Punkte sind: 

1 1. 2 t ^3 1. 

^l = — «1 »1 « ^»2 = ~ «2 »2 I ^8 = ~ «3 «8, 

^1' = — ^1 Äi , X2 = -—ßzhi ^3 = zrß» *3. 

T t T 

Die Gleichungen entsprechender Geraden werden, da 
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T ^liCihqh^Xi + h C2 A3 hl x^ + ^3 c« hih^Xs = 0, 
T' ^ Iidih^h^Xi 4- hd^hhi x^ + hd^hih^x^ = 0. 

Dafür kann man auch schreiben: 

1 

Die Coordinaten entsprechender Geraden werden zu: 

Uk = Ä*, in = Zi ci ri 4- 7, c^ »'2 + ^3 Cz r^, 

m 

Uk = -^-^Ä*, n = 7id,ri 4- 72^^»'» 4" hd^rz. 
n 

3. Doppelelemente zweier affinen Ebenen. 

Die Coordinaten entsprechender Punkte zweier affinen Ebenen 
werden nach den Formeln abgeleitet: 

^1 Xk\ + ^ ^42 4- ^Jl ^« 



Xi = 



Ö 



a) , Ai xjti 4 ^2 ^« + ^8 ^i« 

^k = 



6 

= ^1 4 ^ 4 ^8« 

Die k der Doppelpunkte ergeben sich demnach aus zweien vpn den 
drei Gleichungen: 

IN ^1^*1 4- ^^*2 4 ^a?« ^iÄ?ii 4- ^«^2 4 ^3^*8 

b) = 

Diese Gleichungen werden durch (J = erfüllt; aber nicht alle 
dieser Gleichung entsprechenden unendlich fernen Punkte sind Dop- 
pelpunkte, sondern nur die, für welche zugleich 

c) Xjt : Xi == Xt : a?}. 

Die drei in dieser Form enthaltenen Proportionen sind für un- 
endlich ferne Punkte erfüllt, wenn eine von ihnen gilt. Setzt man 
nun z. B. in 

* 

jTi : jTj = Xi : iCa' 
oder 

Xi X^ — fl?2 Xx = 

die Werthe aus a), so folgt für li X^ kz eine homogene quadratische 
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Gleichung. Die Punkte, deren A dieser Gleichung genügen, liegen 
auf einem Kegelschnitt. Ist derselbe eine Ellipse , so giebt es keine 
unendlich fernen Doppelpunkte; ist er eine Hyperbel oder ein Paar 
Gerade , so liegen die unendlich fernen Doppelpunkte in den Asymp- 
toten bez. in den beiden Geraden; ist er eine Parabel, so ist ein 
unendlich ferner Doppelpunkt vorhanden, welcher auf der Parabel- 
axe liegt. Ist ein unendlich entfernter Doppelpunkt vorhanden , so 
giebt es zwei gleichgerichtete entsprechende Parallelenschaaren, 
welche den Doppelpunkt enthalten. 

Zur Bestimmung der im Endlichen gelegenen Doppelpunkte 
erübrigen die di-ei Gleichungen: 

Diese drei Gleichungen sind nicht unabhängig von einander. 

Irgend zwei von ihnen dienen zur Bestimmung des Verhält- 
nisses der X, Man erhält ein Verhältniss A^ : A2 : A3, ausser wenn 

^11:812: ^13 = 821 ' 822 ' Ö23 = ^31 : 832 : 833» 
e) 

dik ^ osik — ocik- 

In diesem letzteren Falle resultiren unzählige Werthsysteme 
der A; da dieselben einer linearen Gleichung 

dii Ai + 8,-2 ^2 + 8,-3 A3 = 
genügen, so folgt: 

Wenn dieProportionen c) erfüllt sind, so besitzen die 
affinen Systeme unzählige Doppelpunkte; dieselben er- 
füllen eine Gerade, es liegen mithin zwei congruente Ge- 
rade mit den entsprechenden Punkten auf einander. 

Der fernere Ausnahmefall 

Ca = 0, also Xu = Xa 
liegt ausserhalb der gegenwärtigen Betrachtung; dann fallen die 
Punkte Fl P2 P3 auf die Punkte Fi F^ F^ ; die })eiden Systeme 
sind congruent und liegen mit den entsprechenden Punkten auf 
einander. 

Sind die Proportionen e) nicht erfüllt, so liefern die Gleichun- 
gen d) nur ein Wurzelsystem. 

Der zugehörige Doppelpunkt ist ebenfalls unendlich fern, wenn 
die Lösungen des Systems d) zugleich die Gleichung = er- 
füllen. Da je zwei der Gleichungen d) die dritte herbeiführen, so 
erhält man als ausreichende und nothwendige Bedingung für die 
anendlich entfernte Lage aller Doppelpunkte zweier affinen Systeme 
aus dem Verein der Gleichungen 
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Xi dii + If 3,-2 + A, 0,s = , 

^i8*i + ^8m + ^tdtt = 0, 

A, + A, + A3 =0, 
das Verschwinden der Determinanten 

8rt 8« ö« 

ö*i 8*» djts = 0, 

111 

worin t Je ein Paar der Nummern 1,2,3 sind. Diese drei Deter- 
minanten verschwinden gleichzeitig. 

4. Affinitätsgleichungen in Bezug auf die Doppel- 
elemente. 

I. Entsprechende Punkte von zwei affinen Systemen mit einem 
endlichen Doppelpunkte P« und zwei Doppelstrahlen P3 Pi und P3 P^ 
mögen durch ihre Abstände von Ps P3 und P3 Pi charakterisirt 
und auf das Dreieck Pi P2 P3 bezogen werden. Sei yi und ^2 das 
Yerhältniss entsprechender Strecken auf den Doppelgeraden PjPi 
und Pa Pi , ferner Äj h^ die von Pi und P2 ausgehenden Höhen, so 
sind die Goordinaten Xi und x^ für die Punkte 

Pi P. P3 P/ P2' Ps' 

a?i = Äi O yi^i 0, 

rc2 = Ä2 y« Ä2 0. 

Mithin ist für zwei entsprechende Punkte 

a?i' = h Y\ Äi» ^2' = ^2 Y2 Ä2, 
oder kürzer: 

a) Xi = yi a^x , 0:2' = y^ ^2' 

IL Giebt «s keinen endlichen Doppelpunkt beider 
affinen Systeme, so gestalten sich die Yerwandtschaftsgleichungen 
am einfachsten, wenn man zwei Paar entsprechender Punkte und 
die Kichtung zweier gleichlaufenden Schaar^n voraussetzt. Seien 
PiP^Pi P^' die gegebenen Punkte, Pq^ der unendliche Doppel- 
punkt, so bestimme man die Punkte in Bezug auf das Dreieck 

Die Goordinaten der gegebenen Punkte sind: 

P\ P2 P« -Pi -^2 ^00 

rci Ä hx Jh 0, 

Xi h Ä — Äi Ä— Ä2 0, 

flJs H ex €2 H, 

worin h die Breite des Streifens Px P^ Pa> > ^i — ^2 die Breite des 
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Streifens Pi P2 P^ und eiC^ die Abstände der Punkte Pi, P^ von 
Pi P2 angeben. 

Die Coordinaten je zweier entsprechender Punkte sind alsdann 

Xi' = AiÄ, + A2Ä2» ^2 = ^i(h — hi) + A2(Ä-— Ä2),' 

x/ = liei 4- ^2 02 + ^3 Ä 
Mithin ist 

^1 = -^a?i + y ^2, V = a;2 + a:, — rc/, 
a;/ = — a?! + — a?2 + ar,. 

Diese Formeln liefern nur dann endliche Doppelpunkte, wenn, 
wie man sich leicht überzeugt, 

(hl — h) : h = ei : e^. 

III. Liegen zwei congruente Gerade mit den entspre- 
chenden Punkten auf einander, so ist die Verwandtschaft durch 
die congruente Gerade und ein Paar ausser ihr gelegener entspre- 
chende Punkte P2 Pj bestimmt. 

Man nimmt am einfachsten zwei Punkte P^ Pj der entsprechen- 
den Geraden und P3 als Ecken des Coordinatendreiecks. Die Coor- 
dinaten der gegebenen Punkte seien: 

Pi=Pl' P2 = P2 Pz Ps' 

Xi hl «1 

a:2 Ä2 ^2 

Xs Ä8 €s, 

so ist für je zwei entsprechende Punkte : 

X\ = Aj Äi , X2 = A2 7*2 , x-s = Xs hz , 

Xi = Xihi + ^3 ^J > ^2' = ^2^2 + ^3 ^2» %' -"== A3 ^3 

Oder : \ 

I i ^1 I I ^ # ^3 

«Jl = % + T"^3, ^2 = ^2 + T-iKs, i»3 = 7r^8- 

»3 '^S /*3 

Ist es = A3 , so sind alle Parallelen zu Pi P^ entsprechende 
Geraden ; mithin liegen dann je zwei entsprechende congruente Pa- 
rallelen auf einander, jedoch sind nur in einer dieser Geraden die 
entsprechenden Punkte vereint. 

Man sieht leicht, dass hier die beiden Systeme collinear lie- 
gend sind, wie auch immer das Punktepaar P3 Pz gelegen sein mag. 

5. Zwei ähnliche Systeme sind af£n, aber ohne congruente 

Heger, Analytische Geometrie. 2^ 
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Gerade zu besitzen; mithin haben sie höchstens einen endlichen 
Doppelpunkt. 

Congruente Systeme haben entweder einen endlichen Dop- 
pelpunkt, oder sie sind collinear liegend; im letzteren Falle sind 
sie entweder symmetrisch oder identisch. 

6. Aus den eben entwickelten Sätzen ergeben sich mit Leich- 
tigkeit die folgenden : 

In der Ebene zweier Dreiecke AB G^ A' Bf O giebt es immer 
einen endlichen oder unendlich fernen Punkt P, der so beschaffen 
ist, dass 

PAB: PBG: PCA = PA'B' : PB'ff : PÜÄ. 

In der Ebene zweier Strecken A B und A! B! giebt es immer 
zwei Punkte P und Q, welche so beschaffen , dass die Dreiecke 
P AB midi P^'B' gleichsinnig, die Dreiecke QABun^ QA'B' 
ungleichsinnig ähnlich sind. 

In der Ebene zweier gleichlanger Strecken A B und A' B* 
giebt es immer zvei Punkte P und ^, so dass die Dreiecke P AB 
und P A' B' gleichsinnig , die Dreiecke Q AB und Q A' B* ungleich- 
sinnig congruent sind. 



§.5. 
Vereinfaohte Daratellung der Collineationsgleichungen. 

1. Seien Pi P2 P3 und P^ P^ P^ zwei Dreiecke, deren homo- 
loge Ecken sich collinear entsprechen, seien femer die Coordinaten 
eines vierten Paares entsprechender Punkte P4 P4' abgeleitet nach 

X ik = a*ÄÄ, «j + «2 + «a = 1, 

*^ li = ^*Äi, jSi + 182 + ft = l, 

wobei sich die ^^ und |i auf die Dreiecke P1P2P3 bez. Pi P^ P.^* 
beziehen, so sind die Coordinaten je zweier entsprechenden Punkte 
P und P' gegeben Jurch 

2. Die Gleichungen Ö == , r = liefern auch hier die ent- 
sprechenden Paare T^ und G'^ bez. T*^ und G^; die Gleichungen 
mö -{-nr = liefern zwei entsprech^de Parallelen zu den beiden 
Gegenaxen. 
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3. Die Gleiclmngen zweier entsprechenden Geraden P5 P^ und 
Pß' Pß' sind : - 



T = 



Xi 052 «s 

^15 a^5 ^5 

^16 ^26 ^6 

Setzt man hier 



= 0, r = 



X,' 



^' 



Xs' 



«15' ^5' ^5' 

^16 *26 ^36 



= 0. 



Xjti = — T-Äjt» 



Xti = ——ntf 



so lassen sich die Gleichungen auf die Form bringen : 



c) 



l ^ Xx + X2 H Xz = U, 

«1 «2 «3 



Pi P2 Ps 

Oder in Rücksicht auf a) : 



Ti = i-xi + ^x, + ^Xs = 0, 



d) 



I. 



I 



8 



ri'=-^V + Av + ÄV=o. 



bl b2 bS 

Hiernach sind die Gleichungen der Gegenaxen, für welche lt^=gi^i 
bez. h = p* tk : 



e) 



/^ 9l bl ^ I ^2 I2 ^ I ^8 b8 ^ /x 

bl bS b8 

ffJo = ^xr' + ^x,' + 41^ %' = 0. 

bl b2 bS 



4. Die Flächen zweier entsprechender Dreiecke PmPn^o nnd 
P^^PiPi sind 

«1 «2 «3 Ä| Ä2 A3 _ 
V o a o T. t 1. t % f 



■^ m ■* « -^0 



Jtm. -i^n JLo —— ———————— J^fuffQ, 



'^m '^n "^o 

Das Flächenverhältniss an zwei entsprechenden Punkten ist 
demnach unter Rücksicht auf a): 

li I2 Is 1^» 



g) 



k = 



5. Seien Ä A! die Erweiterungscoefficienten von den Gleichun- 
gen der Gegenaxen in der Form e), so sind die Abstände zweier 
entsprechenden Punkte PP von denselben bez.: 



l> = il 






1)' = ^' 






14* 
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Hiemach ergiebt sich das constante Prodnct: 
h) Tß'p' = A.M. 

Hierin ist 

9\ gl , ya gg I 9z S3 o ^i 9^ gl 62 

-|ä 1 fcä 1 T2 2 — 1-| cös^i 

— 2 — ryi cos^ — 2 — ^-| cösf*3 1, 

J'2 _ 1 . /'^lIl J_ ^^ ^2 -L ^3 ^3 _ g ^1 ^2 ll I2 

— 2 y,^, COSV2 — 2 . , . ^ cosvs ]' 

b2 g3 g3 gl / 

6. Aus g) und h) folgt 'das Verhältniss entsprechender Strecken 
auf zwei ähnlichen Geraden zu: 

^. _ , dp _ Ilg2l8.^^^4^ t_ 



§.6. 
Involutorische Ebenen. 

1. Zwei auf einander liegende collineare Ebenen sind invo- 
lutorisch oder in Involution, wenn jedem Eunkte des Trägers 
(d. i. der gemeinsamen Ebene, auf der beide Systeme liegen) ein 
und derselbe Punkt entspricht , gleichviel ob man ihn als Punkt des 
einen oder des andiern Systems ansieht. 

Zwei Punkten Äi A2 des Trägers entsprechen dieselben zwei 
Punkte JBi B2 , gleichviel ob man ^1 und Äo als Punkte des ersten 
oder zweiten Systems ansieht. Mithin entspricht auch jeder Ge- 
raden (-4.1 Ä2) des Trägers ein und dieselbe Gerade , wenn sie 
dem ersten oder dem zweiten Systeme zugehört. 

Zwei Ebenen sind demnach zugleich für die Punkte und die 
Geraden in Involution. 

2. Dem Punkte Pa des ersten Systems entspreche P'a des 
zweiten ; dem auf dem Punkte P'a liegenden Punkte des ersten Sy- 
stems entspricht nach der Definition der auf P« liegende Punkt des 
zweiten Systems. Die Gerade P« Pa ist demnach selbstent- 
sprechend. Bei zwei involutorischen Ebenen sind demnach alle Ver- 
bindungsgeraden je zweier entsprechender Punkte selbstentsprechend. 

Je zwei Verbindungsgeraden entsprechender Punkte schneiden 
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sich in einem, Doppelpunkte. Jede selbstentsprechende Gerade Pa Pa 
hat mit einer andern P^ Pb einen endlichen oder unendlich fernen 
Punkt gemein; demnach hat jede selbstentsprechende Gerade in- 
volutorischer Systeme zwei Doppelpunkte. 

In zwei collinearen Systemen haben entweder alle Gerade 
lauter Doppelpunkte; dann sind die Systeme congruent und decken 
sich ; — oder eine Gerade hat lauter Doppelpunkte ; dann sind sie 
coUinear liegend; — oder keine Gerade hat lauter Doppelpunkte. 

Der erste und einfachste Fall der Involution, — der zweier con- 
gruenter sich deckenden Ebenen — werde von der weiteren Be- 
trachtung ausgeschlossen; in den anderen Fällen giebt es Gerade 
mit zwei Doppelpunkten. 

Jede Verbindungsgerade zweier entsprechender Punkte enthält 
zwei involutorische Punktreihen. Die Doppelpunkte derselben können 
nicht beide unendlich fern sein. 

Seien IIi und 112 die beiden Doppelpunkte einer selbstentspre-^ 
chenden Geraden T. Alle übrigen Verbindungsgeraden entsprechen- 
der I^unkte gehen entweder durch TIi oder durch TIq. Es können 
nicht durch Hi und iJg zugleich mehr als zwei dieser Geraden gehen ; 
denn gehen durch Hi die Geraden Ti und T2, durch //g T3 und ^4» 
so sind die Schnittpunkte 

von Ti mit T3 und T4, 

n ^4 7) ^1 » ^2 

Doppelpunkte, weil sie Doppelgeraden gemeinsam sind. Fügt man 
hinzu, dass die Geraden Ti und T2 ausser den angeführten auch 
die Doppelpunkte /7i , die Geraden T3 24 noch den Doppelpunkt 
112 enthalten, so folgt, dass die vier Geraden Ti T2 T3 T4, sämmtlich 
congruente sich deckende Punkt reihen enthalten, denn jede von 
ihnen hat drei Doppelpunkte ; dann sind aber alle Punkte der beiden 
Systeme Doppelpunkte. Es führt daher die obige Annahme auf 
den bereits ausgeschlossenen Fall zweier sich deckenden Ebenen - 
zurück. 

Demnach gehen durch den einen Doppelpunkt von T unend- 
lich viele, durch den andern weniger als zwei selbstentsprechende 
Gerade. Folglich sind zwei involutorische Systeme col- 
li near liegend; die Verbindungsgeraden je zweier entsprechenden 
Punkte haben den einen Doppelpunkt — das CoUineationscentrum — 
gemeinsam; die anderen Doppelpunkte liegen auf einer Geraden, 
der Collineationsaxe. 
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3. Auf gleiche Weise findet man : 

Der Durchschnitt je zweier entsprechender Geraden ist Doppel- 
punkt und Träger zweier concentrischen involutorischen Büschel. 
Die Yerbindungsgerade zweier solcher Gentra ist eine Doppelgerade; 
folglich hat jeder der inyolutorischen selbstentsprechenden Büschel 
zwei Doppelstrahlen. 

Wenn die Systeme sich nicht decken, so giebt es unzählige 
Doppelbüschel mit nur zwei Doppelstrahlen; da nun die Gentra 
aller Doppelbüschel in einem der Doppelstrahlen irgend eines dieser 
Büschel gelegen sind, so folgt, dass der eine Doppelstrahl eines 
dieser Büschel unzählige Doppelpunkte enthält und Doppelstrahl 
für alle auf diesen Doppelpunkten liegenden Doppelbüschel ist. Der 
zweite Doppelstrahl eines jeden der Büschel enthält weniger als 
zwei — mithin nur und stets einen Doppelpunkt, der allen diesen 
Doppelstrahlen gemeinsam ist. Also sind die Systeme collinear lie- 
gend; der anzähligen (d. i. allen Weniger einem) Doppelbüscheln 
gemeinsame Doppelstrahl ist die Collineationsaxe ; die übrigen Dop- 
pelstrahlen bilden ein sich deckendes Büschel und schneiden sich 
im CoUineationscentrum. 

4. Involutionsformeln für den Fall eines endlichen 
CoUineationscentrum und einer endlich fernen Collinea- 
tionsaxe. 

Die beiden Systeme werden am einfachsten auf ein Doppel- 
dreieck bezogen, dessen Spitze ^i im CoUineationscentrum, dessen 
andere Ecken auf der Collineationsaxe liegen. 

Die allgemeinen Collineationsforineln fCLr den Fall eines selbst- 
entsprechenden Axendreiecks sind : 

Xt = — -— fit, Xt = hi. 

Für einen Punkt von Ä^ A3 ist: 

A2 ^2 1 ^8 ^8 ^2 ^2 I ^3 ^ 

für den entsprechenden: 



/ ^2fe T, ^t hß 



Xi 0, X2 j— "ä 1 j /| ^2, x-i — -T— -5 — j— r — ;ä-Ä3. 

A2 P2 "t" ^3 Pz ^2 P2 T" ^3 Pz 

Da nun alle Punkte von A2Ä3 sich selbst entsprechen, so ist: 

X2 =^ Xq , 0/3 = X3 , 

folglich : 
Setzt man 
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SO ist 

«, = 1 - «,(1 + ^), ^, = 1 _ /}, (1 + n). 

Lässt man den Index von «2 nnd ß2 weg, so ergeben sich für 
zwei collinear liegende Systeme in Bezng auf ein Doppeldreieck die 
Formeln : 

a?! — Äi, aj2 = ~T~Ä2» ^3 = — - — A3, 

a?! = Äi, a:2 = A2> ^a = — :z — '^a- 

Wird nun ein Punkt l* als Punkt des ersten Systems betrach- 
tet, und sind X^ seine Ableitungszahlen, so ist nach a) 

J J 1 Sl 1 I, 1 ^3 1 

Ai : A2 : A3 = -r- • ' IT ' — ' IT ' ' 

hl 1 — « — (la Ä2 a A3 fA« 

Sind ^^ die Coordinaten des entsprechenden Punktes, so haben 
dieselben das Yerhaltniss : 

b) Xi : X2 : Xi = §1 ; r-^ — : S2 - : Sa — 

Sieht man dagegen |jt als Punkt des zweiten Systems an, so haben 
seine Ableitungszahlen das Yerhaltniss: 

1 i 3 f 1 1 52 1 53 1 

Das Yerhaltniss der Coordinaten Xt des entsprechenden Punktes ist 
demnach : 

C) «'»=^ = ^3 = gl ' ^_ß_^ß •h--ß- h-J \ 

Im Falle der Involution ist 

a?i : a^ : a?3 = a;/ : x-i : a?3 . 
Dies tritt ein, wenn 

^ 1 — ß — ^ß a^ 1 — a — fia 

Hieraus folgt entweder 

1 — a — (la 1 — ß — ft/3 

e) = 3 , 

^ aß 

oder 

1 — « — ft« _ l—ß — jiß 

^ cc ~ ß ' 



216 Collineation von Ebenen und Ebenenbündeln. 

Aus der Gleichung e) folgt 

a = /?. 

In diesem FaUe sind die Systeme oongruent und decken sich. 

Die Gleichung f) ergiebt: 

g) i + i = 2(l + p). 

Man kann daher setzen: 



a 



^ = r 



l+f* + Ä' 1+f* — * 

Hieraus ergeben sich folgende Inyolutions formein: 
kl k ^2 1 , 

. A| t / 2 *■ t 

r 1-ffi — Ä r 1 +-^1 — k 

Die Formeln für Geradencoordinaten sind demnach: 

Zi (i hl lo kfi h 

Ui ■= — • - — ; j — r— • - , W2 = ~ 



[3 A; Äg 

, _ Zi f^ Ä, , Z2 Ä;/i 

t*! = — •- • ; — ; ; — :;; — • , «3 = -7 * 



t —k-{- ^ + kii Ti t — k-{-(i-\-kii r^' 

t h k A3 

t—k + ^ + kfirs j 

Denn wenn die Collineationsformeln auf Doppeldreiecke bezogen 
werden, so ist 

11,1 

' «1 : »2 • «3 = — • 'TT • T"» 

dl (h ^3 

Die Gleichungen der beiden Gegenäxen in zwei Systemen mit 
drei Doppelpunkten sind: 
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Cr ^ —9i^i + —92^ + —9z^z = 0, 

«l «2 ''s 

Nach i) ist ^ 

^ . ^ . ^ _ «L . f?3. . ^. 
«1 ' «2 * «3 ßi ' ßi ' ßz 

Hieraus folgt, was sich auch unmittelbar aus der Definition der 
Involution ergiebt: 

DieGegenaxen zweier involutorischen Ebenen decken 
sich. Man beweist leicht die Umkehr dieses Satzes : 

Wenn zwei collineare Ebenen collinear liegend sind 
und die Gegenaxen sich decken, so sind die Ebenen in 
Involution. 



§. 7. 
Collinear verwandte Funktebenen im Baume. 

1. Sind Xjcx , Xk2t ^tz ^^^ ^ii » ^*2> ^its » sowie 

Xjt4 = «1 Xti + «2 a;42 + «3 a;*3 , Ä = 1» 2, 3, 4, 

Ol 

^44 = ^1 ^kl + ß2 ^i2 + ßz ^kZ 

die Coordinaten von vier Paar entsprechenden Punkten zwei col- 
linear verwandter Ebenen in Bezug auf zwei verschiedene Axente- 
traeder, sind die Coordinaten von je zwei entsprecheliden Punkten 
bestimmt durch 

, N ^k = (^l «1 (X^ki + ^ «2 ^*2 + ^3 «3 ^kz) ' <J» 

^k = (A]/3iirii + Aafta^ia + hßz4z) ' ^. 

2. Zwei entsprechende Geraden lassen sich hier am kürzesten 
durch die lineare homogene Gleichung zwischen den A ihrer Punkte 
bestimmen. Insbesondere liefern wie früher die Gleichungen 

6 = 0, r = 

die Geraden T« und Gr« bez. ff« und TL 

3. Die Ableitungszahlen 

«1 «2 «3, ßl ß'i ßz, 

^1 ^1 ^ ^2 ^3 ^3 A] ßl ^2 P2 ^8 PS 

ö 6 ö ' r r r 

bleiben unverändert, auf' welches Tetraeder man auch die Ebenen 
beziehen mag. 
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Wählt man zwei solche Tetraeder, von deren einem drei Ecken 
auf der Ebene der Punkte Xtj von deren anderm drei Ecken auf der 
Ebene der Punkte Xt liegen, bezieht man die Punkte einer jeden 
Ebene auf das in ihr enthaltene Tetraederdreieck und bezeichnet 
diese ebenen Coordinaten mit yt bez. pt^ so erhält man, wie man 
sich leicht überzeugt, die Coordinaten ytt/k aus den j^- Coordinaten 
der Punkte Pi Pj P« P4 bez. Pi F^ P^' P4 mit HüKe derselben Ab- 
leitungszahlen wie in a) und b). 

Insbesondere ist demnach für zwei affine Ebenen: 

«1 = /Si , «2 = /J2, «3 = ^3. 

4. Lehrsatz: Eine Ebene ist mit ihrer Centralpro- 
jection auf irgend eine andere Ebene collinear verwandt, 
und zwar sind je zwei entsprechende Punkte auf demsel- 
ben Projectionsstrahl enthalten. " 

Beweis: Die Coordinaten der projicirten Ebene T mögen mit 
x^, die der Projectionsebene jf lUit xi bezeichnet werden; die Coor- 
dinaten eines vierten sowie die jedes andern Punktes der Ebene 
T mögen nach den Formeln Nro. 1 a) und b) aus denen dreier 
Fundamentalpunkte abgeleitet werden. Die Ebene T werde von ^t 
aus projicirt ; die Gleichung der projicirten Ebene sei 

T' = axi' + hx2' + cxs' + dxl = 0. 

Die Coordinaten der Projection eines beliebigen Punktes von P 
werden mit Hülfe der Zahlen m und n abgeleitet nach 

mli + nxu 

flj = , 

m '\- n 

m und n bestimmt man durch Substitution dieser vier Werthe in 
T' = ; bezeichnet man abkürzend 

X all + fefe + eis + rf|4 = Ä, 

axi -{• hx2 + cx^ + dx^ ^ |>, 

so ergiebt sich hieraus 

b) m : w = — p : 7t. 
Folglich ist 

c) Xi = ^ , , — 

Giebt man einem Punkte P und dem zugehörigen Werthe p 
denselben Index, so ist 

d) p = iM^iPi + ^2 «21)2 + h^Pz) ' <^. 
Substituirt man dies in c) und drückt Xjt durch die Fundamental- 
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pnnkte aus, so ergiebt sich, wenn Punkt und Projection denselben 
Index erhalten : ^ 

; (Jt — p)ö. 

Setzt man a,(jr — Pi) = /3^, so erlangen diese vier Foimeln die 
Form von Xt in Nro. 1 b), q. e. d. 

5. Vereint man zwei congruente entsprechende Ge- 
rade zweier collinear verwandten Ebenen so, dass die 
entsprechenden Pnnkte sich decken, so liegen die beiden 
Ebenen perspectivisch; d. h. es giebt einen Punkt im 
Kaume, der die Punkte der einen Ebene auf die entspre- 
chenden der andern projicirt. 

Denn dann sind je zwei entsprechende ähnliche Geraden parallel, 
mithin perspectivisch. Von dem Projectionscentrum zweier ähn- 
lichen Geraden G und G' projicire man die eine T Ebene auf die 
andere T'. Die Projection ist dann collinear verwandt mit T, mithin 
^auch mit T'. Da nun vier nicht zu dreien in einer Geraden lie- 
gende Punkte von T auf die entsprechenden von T' projicirt werden 
(nämlich irgend zwei Punkte von G auf die entsprechenden von G' 
und irgend zwei der gemeinsamen congruenten Geraden), so hat die 
Projection von T mit T' vier Punkte gemein; haben aber zwei col- 
lineare auf einander liegende Ebenen vier Paar entsprechende 
Punkte gemein, so haben sie jedes Paar entsprechende Punkte ge- 
mein, sind identisch. 



§.8. 
Collinear Terwandte Ebenenbündel. 

1. Die Ebenen zweier Bündel sind collinear verwandt, wenn 
jeder Ebene des einen Bündel eine und nur eine des andern , wenn 
femer jedem Büschel des einen Bündels ein Büschel des andern 
entspricht. 

Man sieht leicht, dass im Allgemeinen die Collineation zweier 
Bündel durch vier Paare entsprechende Ebenen bestimmt ist. 

2. Sind Ti T/, Tq T^, T» Tg', T4 T4' vier Paare von Ebenen, 
von welchen Ti Tj T» T4 und T^ T^ Tz* Ti je ein Bündel bilden; 
sind ferner die Coordinaten von T4 T^ aus denen der übrigen 
Ebenen desselben Bündels durch die Formeln abgeleitet; 
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»1 + «2 + «8 = 1, h + h + h + 1, 

so erhält man die Coordinaten je zweier entsprechenden- Ebenen TT 
der collinearen Bündel Ti T^ T3 T4, und T/ T2' J^s' T4' durch die 
Formeln : 

wi = (^ h «*i + i^2 ^ wia + Zg 63 wis) : f, 

Hieraus folgt leicht: 

Zwei entsprechende Büschel collinearer Bündel sind 
collinear. 

3. Schneidet man zwei collineare Bündel durch je eine Ebene, 
so sind beide Ebenen collinear verwandt; die entsprechenden Ebenen 
der Bündel durchdringen die Schnittebenen in entsprechenden Ge- 
raden; die Axen entsprechender Büschel durchdringen die Schnitt- 
ebenen in entsprechenden Punkten. Denn hiernach entspricht jedem 
Punkte und jeder Geraden der einen Ebene ein Punkt bez. eine 
Gerade der andern Ebene. 

4. Schneidet man zwei collineare Bündel durch eine Ebene, 
so erhält man durch die Durchdringung enti^prechender Ebenen 
und Büschel zwei auf einander liegende collineare Ebenen. Dieselben 
besitzen stets einen Doppelpunkt und eine Doppelgerade. Mithin 
schneiden sich unzählige Paare entsprechender Büschelaxen ; und 
jede Ebene enthält mindestens einen Durchschnitt zweier ent- 
sprechenden Ebenen. 

Hieraus ergiebt sich: Zwei concentrische Bündel haben 
stets eine Doppelebene und eine Doppelaxe(einPaar coaxiale 
entsprechende Büschel). 

5. Congruente Büschel in collinearen Bündeln. 

Sind die beiden durch die Ebenenpaare T5 T% , JP5' Tg' bestimm- 
ten Büschel congruent, so ist 

a) cos Ä == cos tTt^\ 

und jedes Paar entsprechender Ebenen T^ T^ beider Büschel theilt 
die Winkel jPs Tg und 2V T^' in gleichem Sil? us Verhältnisse. 
Sind nun T^ T7' aus T5 Tg T5' T^' abgeleitet durch 
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^^ _ ms^Uji + n Sü Ute 
Uj^ = i , 



mU -\- nie 

so ist die Gleichheit der angegebenen Sinnsyerhältnisse gleichbedeu- 
tend mit der Proportion 

^5 fe ^b U 
^5 Tß T^ Te' seien durch die Formeln abgeleitet : 

Ute = (^6Öi«*iH + he(hUk2 + ^eOsMisT: «e, 
«*5 = Qn h^ki + ?25^2«*i2 + ^asöawia) : <5, 
wie = Gi6^i«*ii + heh^ki + heh^ks) '- k- 
Setzt man dies in die Formeln für den Cosinus des Winkels 

zweier Ebenen und für den Abstand einer Ebene vom Fix punkte 

ein, so erhält man folgende Resultate: 

COS T5 Tß = — - I ?i5 7i6 -^ + ^25 ^6 -f + ^35 ^36 72 

*6 *6 L »1 '2 '3 

c) — ('15 hß + 725 ^le) -T-r ^^^ ^12 — Q25 he + kb he) -— r ^<^Sf*23 



— & ^16 + ^15 ^36) -f~ ^^^ f*31 ' 



cos r?re' = - ^T?,5?.« ^, + 



— Ol 5 hß + ^25 ^le) -rrh cosiii2 , 



2 ^2 



?L 72 «1 17a ^2 I 79 ^3 _ 97 7 ^1 ^2 

Zi = ^iö -7 + '26 -2 + «35--^ — 2^,5(25— -COS fii 

\ »^6 M ^2 ^3 '1 ^2 



— 2 l25 ^35 ■— T CÖ^ /*23 — 2 ^35 *15 — "T COSfXai 
^2 ^3 ^3 ^1 



:72 = ^151^2 + 2Zi5^25-7-r>CöSf*12— •. 



^' _72 ^V... 07 7 \^ f 

^6 '^l ^1 ^^2 

Sfi ■» Q ^^ I *v T 7 öl 0^2 

g) ^ = ^2.^^ 2hehß—-rC0SiLn , 

* 6 '1 '1 '2 

Bezeichnet man die linken Seiten von e) und f) mit M^ und 
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^5 ; die von g) und h) mit Mß nnd N^ ; den Elammerinhalt auf den 
rechten Seiten von c) und d) mit P und Q; so lassen sich die 
Gleichungen a) und b) ersetzen durch 

i) N,P -M,Q =0, 

k) N,Me — M,Ns = 0.' 

Diese Untersuchung verläuft, wie man sieht, ganz ähnlich mit 
der über congruente Büschel in collinearen Ebenen. Indem man 
nun ebenso, wie bei jener Untersuchung, weiter schliesst, gelangt 
man zu folgenden Ergebnissen: 

Denkt man sich T5 T5' gegeben und Tß T^ variabel , so stellt 
1) zwei entsprechende Büschel dar. Die Gleichung k) lieferir zwei 
entsprechende Gebilde zweiter Ordnung, welche mit den Büscheln i) 
die Ebenen T5 bez. T5' gemein haben; diese Ebenen berühren die 
Gebilde zweiter Ordnung k) längs der Axen der Büschel i). 

Die beiden Gleichungen i) und k) haben nur die eine Lösung 
(die beiden Gebildpaare nur das eine Paar entsprechender gemein- 
samer Tangentialebenen) T5 T5', wenn k) ein Kegel ist. Sie haben 
hingegen unzählige Lösungen, wenn k) zu zwei Büscheln degenerirt. 

Nur dieser letztere Fall ist für unser Problem von Werth. 

Soll sich k) in zwei homogene lineare reelle Factoren auflösen, 
so muBS die Discriminante verschwinden. Dieselbe hat die Form: 

aNi - hNlM, + cN^Ml - dMl = 0. 

Diese Gleichung liefert drei Wurzelwerthe für das Verhältniss 
^5 : Jtfs, von denen stets einer reell ist. 

Sei w : V diese reelle Wurzel, so wird also das Problem von 
allen Ebenen T5 T5' gelöst, deren Coefficienten l die Gleiohung er- 
füllen : 

m) vNf, — wilfs = 0. 

In dieser Gleichung sind die Variabein Ij^^, Sie ist für die- 
selben von derselben wesentlichen Gestalt, wie die Gleichung k) in 
Bezug auf die dortigen Yariabeln I^q , nur dass statt der Werthe 
JVß M^ , die in k) die Rolle von Constanten haben, in m) die Werthe 
w und V stehen. Die Discriminante von k) hat demnach dieselbe 
Form wie die linke Seite der Gleichung 1) ; die Coefficienten derselben 
sind dieselben Werthe a, 5, c, d, — sie enthält aber w an der 
Stelle von JV5 und v an der Stelle von M^\ sie lautet demnach: 

n) aw^ — hw^v -\^ cwv^ — dvK 

Da nun aber w : v eine Wurzel der Gleichung 1) ist , so ver- 
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schwindet diese Discriminante. Die Gleichung m) repräsentirt 
demnach für jedes collineare System zwei Büschel. 
Für jede Ebene dieser beiden Büschel ist 

Setzt man dies in die Gleichung 1) der congruenten Büschel ein, so 
erhält man 

vNq — wMq = 0, 

Diese Gleichung ist für variable li^ mit m) identisch. Die beiden 
Büschelpaare der Ebenen T5 T5' sind demnach selbst die beiden von 
der einen Wurzel m : n gelieferten congruenten Büschel. 

Es ist nun noch über die übrigen beiden Wurzeln der Gleichung 
1) zu entscheiden. 

Gesetzt, dieselben wären ebenfalls reell, so gäbe es sechs Paare 
entsprechender congruenter Büschel. 

Man lege um die Träger der beiden Ebenenbündel zwei gleiche 
Kugeln. Drei Paare Axen entsprechender congruenter Büschel mögen 
die eine Kugel in ABC, die andere in Ä\B* C und den Gegen- 
punkten durchdringen. 

Die acht Paar sphärischer Dreiecke mit nicht überstumpfen 
Seiten und Winkeln, welche durch die Durchschnittspunkte der 
Axen auf den Kugeln bestimmt sind, lassen sich zu acht Paaren 
so ordnen, dass in jedem Paare zwei congruente sphärische Dreiecke 
enthalten sind, deren gleiche Winkel sich entsprechen. ABC und 
A! B! O seien ein solches Paar. Jedes andere Paar entsprechender 
Axen wird als Durchschnitt von zwei Paaren, z. B. durch A^ B und 
A! ^ B* gelegte entsprechende Ebenen bestimmt; oder auf den Ku- 
geln wird jedes andere Paar entsprechender Punkte D i)' als Schnitt 
zweier Paare entsprechender Hauptkreise bestimmt, die z. B. durch 
A^ B und A\ B' gehen. Da nun aber A und A!^ sowie B und Bx 
congruente Büschel enthalten, so folgt die Gleichheit der Winkel- 
paare : 

T)AB = j/aIB', T)BA = l/^A'. 

Fügt man hierzu AB = A! Bf ^ so folgt, dass die Dreiecke 
D AB und I^ A! B! congruent sind. 

Hieraus folgt weiter, dass die beiden Bündel congruent sind. 

Da nun dies im Allgemeinen nicht der Fall ist, so kann die 
Gleichung 1) im Allgemeinen nur eine reelle Wurzel haben. 

Zwei collineare Ebenenbündel, die nicht congruent 
sind, haben demnach stets zwei Paar und nur zwei Paar 
entsprechende congruente Büschel. 
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6. Man bringe zwei concentrische coUineare Bündel durch 
Drehung des einen in eine solche gegenseitige Lage, dass zwei con- 
gruente Büschel coaxial sind und mit den entsprechenden Ebenen 
auf einander liegen. Sei T eine dieser selbstentsprechenden Ebenen, 
Ä die Doppelaxe der sich deckenden Büschel, G das gemeinsame 
Centrum der beiden Systeme. 

J)eji auf T gelegenen Axen des einen Systems entsprechen die 
Axen des zweiten, die ebenfalls auf T liegen. Beide Axengruppen 
bilden zwei concentrische coUineare Strahlenbüschel. Da dieselben 
nun eine Doppelaxe, nämlich A, besitzen, so müssen sie noch eine 
haben: Dieselbe heisse B. 

Demnach enthält jede der Ebenen des Dopp^lbüschels ausser 
A noch eine Doppelaxe, und im Allgemeinen nur noch diese eine. 

Legt man eine Ebene v durch zwei derselben, so entspricht 

jeder Axe in v wiederum eine Axe in v-^ jeder Axe in einer Ebene 

T des Doppelbüschels entspricht aber ebenfalls eine Axe in derselben 

Ebene T; mithin sind die Schnitte von v und den Ebenen T die in 

denselben gelegenen zweiten Doppelaxen. 

Bringt man die beiden anderen entsprechenden congruenten 
Büschel zur Deckung, so ergiebt sich eine* zweite Ebene r', in welcher 
sämmtliche Axen Doppelaxen sind.^ 

Bringt man nun die beiden Systeme wieder in allgemeine liage, 
so trennen sich die Doppelaxen von einander und erscheinen nun 
als zwei Paar entsprechender congruenter ebener Axenbüschel; 
oder, da von •congruenten Ebenen zweier coUinearen Ebenenbündel 
nur insofern die Rede sein kann , als die auf ihnen liegenden beiden 
Büschel entsprechender Axen congruent sind, so folgt: 

Zwei coUineare Ebenenbündel haben stets zwei Paar 
entsprechende congruente Ebenen. 

Man beweist ebenso, wie für die congruenten Büschel, dass 
zwei Ebenenbündel, die nicht congruent sind, nicht mehr als 
zwei Paar congruente Ebenen enthalten. 



CoUineare Verwandtschaft von Räumen. 

§. 1. 

CoUineationsformeln. 

1. Collineation zweier räumlichen Punktsysteme. Man 
denke sich jeden Punkt im Räume mehrfach als P/, Pt, P/ etc. 
Alsdann ist das System der Punkte P,- mit dem der Punkte Pi ein- 
undeindeutig verwandt, wenn jedem Punkte des einen Sy- 
stems ein und nur ein Punkt des andern Systems entspricht. Seien 
xyz die Coordinaten eines Punktes P des einen, x* }/ ff die des 
entsprechenden Punktes P des andern Systems, so wird die einund- 
eindeutige Verwandtschaft im Allgemeinen durch drei Gleichungen 
der Form ausgedrückt: 

ikfa; + J^y + Pi? + ö = 0, 

a) Jfi ic + J^i j^ + Pi i? + ft = 0, 

^^2» + N<iy + P^z + fe =0, 

worin Jfilfi Jf2» JV^i ^2 » oft €2 lineare Functionen von a/y'^f' 
allein sind. 

Die einundeindeutige Verwandtschaft wird zur collinearen Ver- 
wandtschaft der beiden räumlichen Punktsysteme, wenn die Glei- 
chungen a) so heschafiPen sind, dass den Punkten einer £bene des 
einen Systems Punkte einer Ebene des andern entsp!rechen. 

Soll zunächst einer Ebene der P eine Ebene der P entsprechen, 
so müssen die Lösungen von a) in eine beliebige lineare Function 

Heger, Analytische Oeometrie. 15 
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sabstituirt, eine lineare Function von Qif i/ e' liefern. Dazu ist aus- 
reichend und noth wendig, dass die Lösungen die Form haben: 

worin MNPQ lineare Functionen von x' t/ z' sind. 

Man überzeugt sich leicht, dass in diesem Falle auch einer 
Ebene der Punkte JP' eine Ebene der P entspricht. 

Die Gleichungen b) enthalten fünfzehn unabhängige Constante. 
Da nun durch jedes Paar entsprechender Punkte drei Gleichungen 
der Constanten gegeben sind, so folgt: 

Die Collineation zweier räumlichen Punktsysteme ist 
im Allgemeinen durch fünf Paar entsprechende Punkte 
bestimmt. 

Dabei dürfen nicht vier Punkte eines Systems auf derselben 
Ebene liegen; denn man überzeugt sich leicht, dass der Verein der 
Gleichungen dann unmögHch ist, wenn die entsprechenden vier 
Punkte nicht auch auf einer Ebene enthalten sind, und dass die 
Gleichungen nicht unabhängig sind, wenn die entsprechenden einer 
Ebene angehören. 

2. Man kann nun die Collineationsformeln b) durch jede andere 
Formelgruppe ersetzen, durch welche die Punkte zweier räumlichen 
Systeme so verknüpft werden , dass jedem Punkte des einen Systems 
ein und nur ein Punkt des andern entspricht, dass jeder Ebene von 
Punkten des einen Systems^ eine Ebene von Punkten des andern 
entspricht, und dass fünf Paar entsprechende Punkte beliebig ange- 
nommen werden können. 

Dies wird durch folgende Formeln geleistet: 

Seien die Punkte* P und P' auf dasselbe Coordinatentetraeder 
bezogen; seien Xti, Xjt2i ^*3» ^kit ^^as (^.= li 2, 3, 4) die Coor- 
dinaten von fünf Punkten Pi P^ P^ Pa -P5 des einen Systems, — x'tu 
^k2^ ^*3» ^i* die von fünf Punkten Pi P2 P^* Pi P5 des andern 
Systems; seien ferner «i «2 «3 «4, ßi ß^ ß^ ß^ so bestimmt, dass 

^kb = «1^*1 + «2^*2 + «3i»ifc3 + CC^Xti, 

^»is = /*l^il + ß2 42 + ßs^S + ß^Xki, 

«1 + «2 + «3 + «4 = 1 , ßl + ß2 + ßs + ßi^ l 

(was möglich ist und durch von Null verschiedene Werthe erfüllt 
wird, wenn nicht vier von den fünf Punkten jedes Systems auf 
einer Ebene liegen); so leite man die Coordinaten je zweier Punkte 
P und 2^ durch die zwei Gruppen von je vier Formeln ab : 
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Xt = (Ai «i Xkl + ^2 «2 Xt2 + Ag «3 iC^g + A4 «4 ä;*4) : <J, 

^^ 4 = (Ai^ia;*! +A2/J.2i»42 +^8^3^*3 + ^4/^4 a?*4) :^» . 

<J = Ai «1 + A2 «2 + ^3 «3 + ^4 «4, 
r = Ai ^, + A2 /J2 + Ag /^g 4- A4 /J4 ; 

dann sind die Systeme derPnnd derP' collinear verwandt 
und zwar sind zwei derselben Gruppe der A zugehörige 
Punkte P und P entsprechende Punkte; da fünf Paar will- 
kürliche entsprechende Punkte' verwendet sind, so wird durch diese 
Formeln der allgemeine Fall der collinearen Verwandtschaft dar- 
gestellt. 

Dieser Satz gilt auch umgekehrt. Denn nimmt man zwei col- 
lineare Systeme an, etwa die Punkte P und P', so kann man aus 
fünf Paaren entsprechender Punkte die Coefficienten a und ß ab- 
leiten. Bestimmt man dann die A für jeden Punkt P, so dass 

und bildet mit Hülfe jeder solchen Gruppe der A die Coordinaten 
eines Punktes P" nach 

x'i = {^i ßi Xjci + •••).-'P, 
so ist das System P" mit P collinear verwandt; folglich ist es auch 
mit dem System der P' collinear verwandt. Da nun die collinear 
verwandten Systeme P'^ JP' fünf Paar entsprechende Punkte gemein 
haben , so haben sie jedes Paar gemein , sind identisch, und es ist 

xi ^ 4' = (^1 ßi^ki + '"):t, q. e. d. 

3. Die Punkte je zweier entsprechenden Ebenen 
zweier collinearen räumlichen Systeme sind collinear 
verwandt. 

Denn benutzt man drei beliebige Punktpaare zweier collinearen 
Systeme als die Punkte P1P2P8, Pi P^ Pz zur Aufstellung von 
Formeln c), so ist für Punkte der Ebenen Pj PgPg und P^' P^' Pz 

A4 = 0, 

mithin werden die Formeln für solche Punkte zu 

Xi = (Aj «1 Xjti + A2 «2 Xk2 -\- ^3 «8 ^kz) • ^^ 
^k = (^1 ßl ^kU + ^2 ft Xk2 + ^8 ßs ^kz) ' '^, 

q. e. d. 

Die Punkte je zweier entsprechenden Geraden in zwei 
collinearen räumlichen Systemen sind collinear verwandt. 

Denn verwendet man zwei beliebige Punkte Pi P2 und die 
entsprechenden Pi P^ zur Aufstellung von Formeln c) , so ist für 

15* 
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jeden Punkt der Geraden Pi P^ und für seinen entsprechenden JP^ 

A3 ^^ A4 ^^^ ü. 
Hiernach wird für solche Punkte 

4 = (^1 ßi xU + A2 ß^ x'jti) : r. 

4. Gleichungen entsprechender Ehenen. 

Je zwei entsprechende Ehenen können durch eine ho- 
mogene lineare Gleichung der X der auf ihnen liegenden 
Punkte 

«1 Aj 4" ^ ^2 -\~ 0^8 Ag -f" 0^4 A4 == 

charakterisirt werden. 

Denn alle Punkte P, sowie alle Punkte P', deren A dieser 
Gleichung genügen, liegen auf je einer Ehene, und die derselben 
Gruppe derA zugehörigen beiden Punkte sind entsprechende Punkte. 

Die Gleichungen zweier entsprechenden Ebenen bilde man aus 
den Coordinaten yon drei Paar auf ihnen gelegenen entsprechenden 
Punkten Pg P7 Ps und Pß' P7' Ps' : 



T = 



Xi 


X2 


Xs 


Xi 


^16 


a?26 


X36 


ÄJ46 


Xn 


^87 


Xs7 


X47 


XiB 


X2% 


^38 


^48 



= 0, 



T' = 



Xl6 

^18 



aj27 

^28 



Xä7 
^38 



^4' 

a^46' 

^47 
3^48^ 



0. 



Setzt man hierin die Werthe der Coordinaten von P« P7 Pg, 
Pe' P7' Pg' nach c), und verwendet für P< und PJ die Coefificienten 
Ali A2i- Ag ^ A4^, so kann man jede der resultirenden beiden Determi- 
nanten in eine Summe von 64 Summanden zerlegen. 

Die Summanden von T haben die Form : 



Xi 


X^ 


Xs 


X^ 


X\a 


X2a 


Xza 


Xia 


X\b 


Xn 


Xsb 


X4b 


X\c 


Xjc 


Xsc 


Xu 



worin 
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Öß (J7 (Jg 

und ahc irgend eine Complexion der vier Ziflfern 1, 2, 3, 4 be- 
deutet. 

Hiervon verschwinden alle die, in welchen nnter ahc zwei 
gleiche Ziffern vorkommen ; es verbleiben demnach 24 Summanden. 

Hiervon unterscheiden sich viermal sechs nur durch den Factor 
(i und die Ordnung der Zeilen in der Determinante. 

Hebt man diese vier Determinanten sowie die anderen gemein- 
samen Factoren aus den Gliedern jeder der vier Gruppen aus, und 
multiplicirt man beide Seiten der Gleichung der Ebene mit 
ög öj ÖgittiOQ A3 «4 , so erübrigt die Gleichung der Ebene in der Form 



d) 



worin 





+ 1* r» + 

«2 




+ '* 

«^ 




Xi a?2 


Xj 


a?4 


T. 


Xu X2i 
Xu Xqi 


Xu 


^4i 

X41 




^Im ^2m 


^im 


^im 



T4 = 0, 



und iklm ist ein Cyklus von 1, 2, 3, 4. 

Ebenso erhält man als Gleichung der. entsprechenden Ebene: 

k 

hierin sind die l dieselben wie in der Formel für T; ferner bedeutet 



Pl P2 PS 



T»' + -^ T4' = 0; 



2; = 



x[i 



S 

und iklm ist ein Cyklus von 1, 2, 3, 4. 

5. CoUineation von Ebenen. 

Denkt man sich jede Ebene im Baume vielfach, z. B. als 
Ti Tk T'i etc., so ist das System der Ebenen T mit dem der Ebenen 
T' einnndeindeutig verwandt, wenn jeder Ebene eines Systems eine 
und nur eine des andern entspricht. Die Verwandtschaft wird zur 
CoUineation, wenn überdies den Ebenen jedes Bündels in dem einen 
System die Ebenen eines Bündels des andern entsprechen. 

Bezeichnen uvto^ u' v' w^ die orthogonalen Coordinaten zweier 
entsprechenden Ebenen T und T' (in Bezug auf dasselbe oder in 
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Bezug auf zwei verschiedene Coordinatensysteme), so ist die noth- 
wendige und ausreichende Bedingung für die collineare 
Verwandtschaft, dass drei Gleichungen zwischen den Coordinaten 
von T und T' bestehen , welche die Form zulassen : 

_N _P _e. 

^ ~ M' ^ M' ^ ~ M' 

worin MNPQ lineare Functionen von tt'v'w/ bezeichnen. Diese 
Gleichungen enthalten fünfzehn wesentliche Constante ; da nun jedes 
gegebene Paar entsprechender Ebenen drei Bedingungsgleichungen 
der Constanten liefert, so erfolgt demnach die vollständige Bestim- 
mung der Collineation zweier Systeme von Ebenen im Allgemeinen 
durch fünf willkürliche Paare entsprechender Ebenen, von denen 
nicht vier eines Systems denselben Punkt enthalten. 

6. Diese Colli neationsformeln können durch jedes Formelsystem 
ersetzt werden, durch welches die Ebenen T und T' einundeindeutig, 
und so verknüpft werden , dass jedem Bündel des einen Systems ein 
Bündel im andern entspricht, und zu dessen Bestimmung fünf Paar 
entsprechende Ebenen beliebig gewählt werden können. 

Man wähle fünf Paar Ebenen T, Tg ^s ^4 ^5 und T/ T^' T/ T4' T5', 
80 dass weder vier der T, noch vier der 2* einen gemeinsamen 
Punkt haben , und bestimme üi 02 a^ ^4 , 2>i &2 ^3 &4 so , dass in Bezug 
auf dasselbe Tetraeder: 

e) t*i5 = hiuii + h2ui2 + h^kB + h^*'ii^ 

«1 4- «2 + »3 + «4 = 1 » h + h + h + h = l; 

das ist möglich und erfolgt durch von Null verschiedene Werthe 
der a und h. 

Bildet man hierauf die Coordinaten von T und T' nach 

Ut = (li «1 Uli 4- ^2 «2 «**3 4- ^8 «3 w*3 + h Ö4 %4) : s, 
wi = Qi &i t*ii + 72 bj t*ia + h h wis 4" h h f^ki) - t, 

S = ?! öl + ^2 «2 4- h «8 4- ^4 Öt4» 
t = liJ^l +72^2 4- ^8 ^3 + hhj 

so sind die Systeme T und T'collinear verwandt, und zwar 
entsprechen sich je zwei mit demselben System der l ge- 
bildete Ebenen. 

Dieser Satz gilt auch umgekehrt : Die Coordinaten entsprechen- 
der Ebenen zweier collinearen Systeme lassen sich mit Hülfe der 
Coordinaten von fünf Paar entsprechenden Ebenen durch Formeln 
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von der obigen Form ableiten. Der Beweis erfolgt ebenso wie der 
des analogen Satzes für collineare Punktsysteme, Nro. 2. 

7. In collinearen Ebenensystemen sind die entspre- 
chenden Bündel collinear verwandt. In collinearen Ebe- 
nensystemen sind\lie entsprechenden Ebenenbüschel col- 
linear verwandt. 

Zum Beweise des ersten Satzes benutze man drei Ebenenpaare 
der beiden Bündel Ti Tj Tz und Ti' Tg T^ zur Aufstellung von For- 
meln f ). Alsdann ist für jedes Paar entsprechender Ebenen der 
beiden Bündel Z4 = 0, und es bleibt für je zwei solcher Ebenen 

Ut == (^1 ai Uk\ ■{- h(h Was + ^3 «3 ^kz) '8, 

Ujc = (Zi bi Uki + I2 ^2 «*i2 + h h wis) : *, 
q. e. d. 

Für den Beweis des zweiten Satzes benutze man zwei Paar ent- 
sprechende Ebenen der beiden Büschel 2i T2 und Ti T<i zur Auf- 
stellung von Formeln f). Für je zwei Ebenen T T' der beiden durch 
T\ Ti und T\ T-i bestimmten Büschel ist alsdann ^3 = 74 = 
und mithin 

«** = (?i aj Uui + h Oq Ujt2) : s, 

Uk = Qi fei Uti + k ^2 W*2) •• t. 

8. Gleichungen entsprechender Punkte. 

Die Gleichungen der durch die drei entsprechenden Ebenen- 
paare Te T7 Ts und Tg' T7' Tg' bestimmten Punkte P und P' in 
Determinantenform sind: 



P = 



Ui 


U2 


Us 


% 


«*16 


U2e 


%6 


Ui6 


Un 


U27 


W37 


W47 


W18 


W28 


««38 


««48 



= 0, 



P' = 



«*1 

«*J8' 



Ui 

U2S 
U07' 

«*28 



«*3 
««86 ' 
««37' 

««38' 



««4' 

««46' 
W47' 

««48* 



= 0. 



Setzt man hier für die Coordinaten der gegebenen Ebenen 
die nach den Formeln f) sich ergebenden Werthe ein, so zerfallen 
die beiden Determinanten in 64gliedrige Summen; von den Glie- 
dern derselben verschwinden je 40; multiplicirt man die Gleichun- 
gen mit 

56^7^8 ■, *6 *7 *8 



üi Os ttß a^ 



bez. 



h h fes ^4* 
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so erhalten sie schliesslich die Form: 



g) 



P = iii>, + ii P, + ^ P3 + ^ -P* = 0. 

a\ (h «3 ^4 

Ol O2 h Ö4 

Hierin sind die X Functionen der l allein, und es bezeichnen: 

f 



Pi = 



p; = 



Ui 

Uli 
M,5 

**lm 



Ui .... 
Uli .... 
Uli .... 

Ulm ^ • . . 

t, Ä;, 7, m ist ein Cyklus von 1, 2, 3, 4. 

9. Bezeichnet man mit ÄiBi die CoefQcienten , durch welche 
bez.. Ti Ti in Nro. 4 d) auf die Normalform gebracht werden , so er- 
geben die Formeln d) für die Coordinaten entsprechender Ebenen 
in coUinearen Punktsystemen: 

***=( ^1 T'T"*'*! + ^ ' r^T**« + '3 'r—r**« + ^* • :r~T^^ )•*' 

\ «1 Ai «2 A2 «8 -^3 «4 -^4 / 



h) ttl = ^ 



«1 



S = li 



ßiBi 



wii + k 



i-h 



1 



P3 -03 P 



;t/^0**' 



^ = ?i 



H VI 



'ßiB,' 



Bezeichnet man mit C«- und Di die Multiplicatoren , welche P, 
und Pf in Nro. 8 g) auf die Normalform bringen , so ergeben diese 
Formeln für die Coordinaten zweier entsprechenden Punkte in col- 
linearen Ebenensystemen: 



6=zki 



+ • • • + ^^ 



t = li 



hDi 



-\ V ^i 



b^D, 



ai Ol ' ' '^a^G^' 

Die. Formeln h) und i) lehren: 

Zwei räumliche Systeme sind immer gleichzeitig in 
Bezug auf die Punkte und Ebenen collinear verwandt; die 
entsprechenden Punkte erscheinen als Träger von Bün- 
deln entsprechender Ebenen, die entsprechenden Ebenen 
erscheinen als Träger entsprechender Punkte. 
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Sätze über collinear verwandte räumliche Systeme. 

1. Gegenebenen. Die Gleichung (5 = liefert für das erste 
System die unendlich fernen Punkte, für das zweite die Punkte 
einer im Allgemeinen nicht unendlich fernen Ebene Cr»; die Glei- 
chung r = liefert die unendlich fernen Punkte des zweiten 
Systems und für das erste System eine im Allgemeinen im End- 
lichen gelegene Ebene Gf^oo- Diese beiden Ebenen (t» und (r» können 
also als diejenigen Ebenen betrachtet werden, welche der unendlich 
fernen Ebene entsprechen, je nachdem man dieselbe als Ebene des 
zweiten oder des ersten Systems betrachtet. 

Bezeichnet man die unendlich ferne Ebene mit T» oder Ti, je 
nachdem sie im ersten oder zweiten System betrachtet wird, so er- 
halten ihre Gleichungen die Form: 

T« = Ti - Tg + Tg — T4 = 0, 
K = Ti' — T,' + ^3' — ^/ = 0. 
Hieraus folgen die Gleichungen der Gegenebenen zu 

«1 «2 «3 «4 

ßl P2 P» PA 

2. Die Gleichungen der mit T^ parallelen Ebenen haben die 
Form : 

T = nTit -{- T« — 

Hieraus folgt für die entsprechende Ebene; 

ßi ^ ß^ ^ ßz ^ . ßA ^ 

=11 n + ö«. 

Ebenso findet man, dass die entsprechende Ebene von 

T = vTl + T; = 
die Gleichung hat 

T"= vT* + ÖJo = 0. 
Hieraus folgt: 
Einer Schaar paralleler Ebenen des einen System! 
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entspricht ein Ehenenbüschel des andern Systems, dessen 
Axe anf der Gegenebene dieses Systems gelegen ist. 
Die Ebenen 

1*= iiTl + &; = 

entsprechen sich nach Nro. 2. Den Ebenen, welche der Gegen- 
ebene des einen Systems parallel sind, entsprechen Pa- 
rallelebenen znr Gegenebene des andern Systems. 

Alle Ebenen, welche der Kante T« Tt parallel sind, haben Glei- 
chungen von der Form 

T = ^ i; + V T* + T« = 

_ lihi 4- vhk + «I j j .*!J:hi_±j;hkjj;;J^rp _q 

Die entsprechende Ebene ist 

j/^ ^^li + y?u 4- f^l rp, _|_...^ ft?4« + vhk + «4 rjr,^ _ ^ 
~ ßl ^ ßi ^ 

Ebenso ergiebt sich, dass die Ebenen, deren Gleichungen sind 

r = iiri + vTi 4- H = 0, 

zu entsprechenden Ebenen haben: 

Hieraus folgt: Den Ebenen eines Systems, welche einer 
Geraden parallel sind, entspricht im andern System 
ein Bündel, dessen Centrum auf der Gegenebene dieses 
Systems liegt. 

3. Inhalt zweier entsprechenden Tetraeder. 

Die Determinante* des Tetraeders PmPn^oPp zerfallt, wenn 
man für die Coordinaten die Formeln c) benutzt, in das Product 
zweier Determinanten. Die eine ist die Determinante des Tetraeders 
Pi P'2 Ps -P4 , die andere ist das Product 



wenn 



^X ^2 —ö 

^m ^n ^0 


-4 

^ -^mnop j 






Mm 


^2»» 


^3m 


^4ffi 


'^mnop 




^2n 
^20 




^4n 
^4o 




^Ip 


^p 


^Bp 


^4p 



Bezeichnet v den Inhalt, hih^h^ki die Höhen des Axente- 
traeders , V das Volumen von Pi P^ P^ P4 , so folgt : 



Sätze über collinear verwandte räumliche Systeme. 235 

p p p p — «1«2«8«4 j ^ 

Der Inhalt des entsprechenden Tetraeders wird gefunden zu 

P' pf pf pf /^l ß2 ßs ßi: T JTl 

^ -^m -*^n •* ■* p — — — — . . xy^ifiop • ' > 

wenn F* den Inhalt von P/ JP2' -P3' -P4' bezeichnet. 



4. Abstand zweier entsprechenden Punkte von zwei 
entsprechenden Ebenen. 

Seien die Punkte Pa^a gegeben durch 

^ka = ßlaCCiXjti + ^a<^2^k2 + ha^Cs^kS + ^4aa4^w) : <^, 
icia = {^laßi^kl + ^2aß2^k2 + ^8a ^3 ^is + ^4a^4 i»i4) • ^ 

und die Ebenen TtTl,: 

n =^-^^T^ +^T, +^^T, + I^J, = 0, 

Pl P2 P3 P4 

Bezeichnet man mit |a* den Abstand Pa 2*, mit Ü^ den Ab- 
stand Pa Ift» mit Ab und ^^ die Multiplicatoren , welche Tt und Ij 
auf die Normalform bringen , so erhält man |a6 und lij durch Sub- 
stitution von Xia und x'ka in -4» Tb bez. -4^ Tj. T,- bez. T/ gehen 
durch diese Substitution in eine Summe von vier Determinanten 
über, von denen drei identisch verschwinden, während die vierte 
liefert : 

/ 1 Ni_i «^ ^ia Äi Ä2 A3 A4 

(-^^ '"s: — V — ^' 

bez. (- i)i-i.Mi±.hhhh.r. 

Hieraus ergiebt sich 

V 1 

iah = Äi ^2 A3 A4 • -- • -4ft -~ (Aia ?16 — ^2« ^26 + ha hb — ^4a ^46)» 
iab = Äi Ä2 Äs A4 • — • Ab '-'ihahb — ^2a hb + ^3a ^36 — ^4a W* 

5. Man wähle sechs Punktepaare PaPbPePdPeP/ und ihre 
entsprechenden und bilde die Yolumverhältnisse 

'obee 'abe/ 'abee 'abcf 

Vobde y^abd/ 'abde ^cMf 

wobei Vmnop = '^m-'^n'^o •'^pi 
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so erhält man: 



I 


^abce 
y^abde 




-Lfabee 




Latde 




y<a>cf 


^d 


Labet 




yabdf 


^c 


Labdf 


Hieraus 


ergiebt 


sich: 








•^c^te 


^abcf 






Vabde 


Vabdf 


Bezeichnet 


man den Ausdruck 



T' 



abee 



Vobd« 

Fg6c/ 
yabdf 



td 
te 
td 



Lahde 
Labdf 



7' 



abee 



VL 



abef 



Vabde 
y äbee 



yabdff 
yahef 



. ^ als „Räumliches 

y^abde Vabdf 

Doppelverhältniss der sechs Punkte Pa Pb Pe ^d I^e P/^ i so 
folgt hieraus der Satz: 

In collinearen Systemen ist das Doppelverhältniss 
von sechß Punkten des einen Systems gleich dem Doppel- 
verhältniss der entsprechenden Punkte des andern Sy- 
stems. 

6. Man wähle zwei Punktepaare Pg Pj und Pe P7', sowie zwei 
Ebenenpaare TaTi,, TaTl, so ergiebt sich: 



66 a 


Äa 


^Sb 


A, 


1;« 


Aa 


I7» 


At 


Sea 


A'a 


1^ 


Ai 


IJ» 


A'a 


^76 


A 



^16 ha — ' 


• • 


+ ^46 ^4a 


^16 ^16 
^17 ha 




• 4" ^46 hb 

' + ^47 ha 


^17 ^16 
^16 ha 




' + ^47 hb 
' H" ^46 ha 


^16 ^16 
Ml ha — ' 




' + ^46 hb 


^17 hb — • 




+ ^47 hb 



Aus diesen Verhältnissen ergiebt sich der Satz: 

bfig fe7a ___ fe6a b7g 

leö I76 leb I70 

Derselbe steht, wie man leicht sieht, in einem einfachen geometri- 
schen Zusammenhange mit dem vorhergehenden. 

7. Durch einen der beiden vorhergehenden Sätze lässt sich 
die räumliche CoUineation geometrisch definiren. 

Zwei räumliche Punktsysteme sind collinear ver- 
wandt, wenn je zwei entsprechende Punkte P« und Pj, die 
drei Gleichungen räumlicher Dbppelverhältnisse er- 
füllen: 
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^123« 


. ^1235 


^124a 


^1245 


^231 a 


^2315 


^234a 


^2345 


Vuia 


^3416 





^123a 


^1236 




^124a 


^ 1245 




T^231o 


^2816 




T^234a 


^2345 




^341a 


^3416 



^343a ^3426 ^342 a ^8426 

wobei weder von den Punkten P1P2P3P4P5 noch vonP/Pa'Pa'P^-Ps' 
vier auf derselben Ebene liegen. Denn der Ort für alle Punkte des 
zweiten Systems, welche eine dieser Gleichungen für einen gegebenen 
Punkt Po des ersten erfüllen, ist eine Ebene, die bez. durch die 
Kanten Pi P^ , P2 P3 , Ps ^4 geht und durch Grösse und Zeichen 
des Yolumdoppelverhältnisses eindeutig bestimmt ist ; P^ ist mithin 
als gemeinsamer Punkt dreier Ebenen eindeutig bestimmt. Ebenso 
beweist man, dass zu einem gegebenen Punkte Pi durch die drei 
Gleichungen ein und nur ein entsprechender Punkt P« bestimmt 
wird. Mithin sind die beiden Punktsysteme einimdeindeutig ver- 
wandt. 

Insbesondere sind PiP/, P2P2', -Ps^a', ^i^ii ^5^5 Paare 
entsprechender Punkte. 

Nun construire man ein System von Punkten P", welches mit 
dem der P collinear ist und in welchem die Punkte Pi'Pa'Ps'Pi'Ps' 
als Punkte des Systems der P" gedacht, den gleichbezifferten P 
entsprechen. Dann erfüllt nach Nro. 5 der dem Punkte P« entspre- 
chende P'a die drei obigen Doppelverhältnissgleichungen. Mithin fallen 
die demselben Punkte P« entsprechenden Punkte Pi und JP'i zusam- 
men, das System der P' ist identisch mit dem der P"; also ist anqh 
das der P' collinear zu dem, der P, q. e. d. 

8. Lehrsatz: Der geometrische Ort für die Paare ent- 
sprechender Punkte, welche mit den Ecken zweier ent- 
sprechenden Dreiecke Tetraeder von constantem Volum- 
verhältniss bilden, sind zwei entsprechende Ebenen 
parallel zu den Gegenebenen. 

Beweis: Seien Px^x zwei entsprechende Punkte, welche mit 
drei Paaren gegebener fester Punkte PaPb^c, PaH^e zwei Te- 
traeder vom Verhältniss fi bilden, so ist nach (3): 

Vabex ai«2«3<^4» ^ -'^a'^bf^e'^x 

r^tcx ~ ßlß2ßliß4.r.öa(iö(ic^x ~ ^' 

Hieraus ergiebt sich für t^ und <J, eine Gleichung der Form 

wcJar + wr^ = 0. 
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Jede der beiden Ebenen geht durch die Kanten der beiden 
Ebenen des Systems, für deren Punkte = bez. r = 0, d. i. durch 
die Kante der Gegenebene und der unendlich fernen Ebene des 
Systems; es gehen mithin die beiden Ebenen mit Q^ bez. G'ao parallel. 

Lehrsatz: Der geometrische Ort für die Paare entspre- 
chender Punkte, deren Abstände von zwei festen entspre- 
chenden Ebenen ein constantes Yerhältniss haben, sind 
zwei entsprechende Ebenen parallel mit deuGe^enebenen. 

Beweis: Seien Px^x zwei Punkte, deren Entfernungen von 
den festen Ebenen T^ T» das gegebene Yerhältniss ft haben , so ist 
nach Nro. 4 

1*6 Ah y_ tx 

Hieraus folgt für tx und 6x eine Gleichung von der Form 

m6^ + nr^ = 0, 
q. e. d. 

Der letzte Satz ist mit dem vorhergehenden geometrisch gleich- 
bedeutend. 

9. Nach (4) erhält man für die Strecken i?i>', von welchen 
zwei entsprechende Punkte PP von den Gegenebenen (r« bez. G« 
entfernt sind: 

V,A Xa 



p = Äi Ä2 Äs A4 . 
J) = Äi Ä2 A3 A4 • 



V (Sa 



V r« 



wenn A und J^ die Multiplicatoren der Gleichung der Gegenebenen 
in der in (1) gegebenen Form sind. Durch Multiplication dieser 
beiden Abstände ergiebt sich: 



pp"=(^i^y.F.F'.4.^'. 



Hieraus folgt: 

Das Product der Abstände zweier entsprechenden 
Punkte von der Gegenebene des betreffenden Systems ist 
constant. 

10. Für zwei verschwindend kleine Tetraeder w? und vf an den 
entsprechenden Punkten JP und P' sind die <J bez. die r der Eck- 
punkte gleich; das Verhältniss derselben geht dadurch über in 

w «1 «2 «3 «4 F r4 
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Das Verhältniss der Volumina verschwindend kleiner 
entsprechender 'Tetraeder ist demnach nur von der Lage 
des Punktepaares abhängig, an welchem sich die Tetrae- 
der befinden, nicht von der Gestalt oder Kantenrichtung 
derselben. 

Das Vorzeichen dieses Verhältnisses ist für alle Paare entspre- 
chender Punkte unveränderlich. 

11. Lehrsatz: Der geometrische Ort für alle Punkte, 
für welche das Verhältniss der anliegenden differentiel- 
len Tetraeder eine gegebene Grösse hat, sind zwei Paar 
entsprechende Ebenen symmetrisch und parallel zu den 
Gegenebenen. 

Beweis. Die Voraussetzung w : w = Je, A? • -3— 3— 5— ^- . -7 > 

liefert eine Gleichung von der Form : 

-7 = m. 

Bezeichnet w' die positive reelle biquadratische Wurzel aus »i, 
so liefert diese Gleichung die beiden reellen Wurzeln: 

6 — w't = 0, ö 4- m'x = 0. 

Jede dieser Gleichungen liefert ein Paar entsprechende Paral- 
lelen zu den Gegenebenen. 

Um zu beweisen, dass die demselben Systeme angehörigen 
Ebenen der beiden Paare symmetrisch zu der Gegenebene dieses 
Systems liegen, bemerke man Folgendes: 

Die beiden entsprechenden Ebenen, deren k Gleichung 
aXi ■\' hX^ -{- cXi -\- dK^=z 

erfüllen, haben, wie man leicht sieht, die Gleichungen 



a 

«1 


CC2 


c 

«3 


d 

«4 





Xu 


X12 


«i3 


Xii 


Xi 


X2\ 


X22 


^28 


X24 


X2 


a?3i 


^32 


^38 


^84 


X3 


a?4, 


^42 


ÄJ4:) 


^44 


X^ 


a 
ßi 


h 

ß2 


C 

ßs 


d 

ßi 






= 0, 



T = 



Xu 
X2\ 



^12 
Xa2 



Xu 

^28 
„ I 
^33 



^2/ 
Ä?34' 



^43 ^44 



Xs' 



= 0. 
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Diese Gleichttngen werden mit den in §. 1, 4 gegebenen iden- 
tisch, wenn man setzt 

a = ?! , h = li, c ^=i Iz, d = 1^. 

Demnach haben die zu <5 — m'r = gehörenden Ebenen die Glei- 
chungen 

T = r» — m'öoD = 0, bez. T' = öi — w' 2^ = 0; 
die zu 4- w'r = gehörenden: 

Ti = Too + m' G^ = 0, bez. Ti' = G'^ + w' Ti = 0. 

Sind Ä und Ä' die Multiplicatoren , welche Go, und (x^ auf die 
Normalform bringen, so sind die Gleichungen der Ebenen TP, 
Ti Ti in Normalform : 

(T) -^,(T«-iii'(?J = 0, (Ti)=^,(T« + »»'e.) = 0, 

(r)= Ä'(GL-m'TL) = 0, (T,') = Ä'(GL + fn'TL) = 0. 

Substituirt man in die beiden ersten Gleichungen die Coordinaten 
eines Punktes von 6r», so wird far denselben öoo = 0; geht T^ 
durch diese Substitution in t über, so erhält man f&r die Abstände 
p und pi der Ebenen T Ti von der Gegenebene G^ : 

Ebenso erhält man aus den letzten zwei Normalformen durch Sub- 
stitution der Coordinaten eines Punktes der Gegenebene G'^^ für 
welche Ti in i übergehen möge, — wenn p' pi die Abstände der 
Gegenebene von T und T^ bezeichnen: 

Also hat man: 

P=—Pi, !>'= — jpi', 
q. e. d. 

12. Entsprechende affine Ebenen in collinearen Sy- 
stemen. 

Die Coordinaten zweier entsprechenden Punkte werden aus 
den Coordinaten von irgend vier Paar entsprechenden Punkten 
PaPbPePd durch folgende Formeln abgeleitet: 



Xk 



i^a^a + i^b^b + ^e^e + (^d^^d 



^, _ (IgT^a^ka + l^b^b^b + ^ctcX'je + P^dtdX^kd 

Dann setzt man für die Coordinaten der vier Punktepaare PaPaetc, 
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die aus den Coordinaten von P\P\ etc. abgeleiteten Werthe ein, so 
gelangt man zu Resultaten von der Form 

Xj, = (Ai aiXjti H + A4 «4 Xi4) : ö, 

. x't = (Ai j3, xli + •:• + liß^ocU) : t^, 

Insbesondere gilt für die Punkte der Ebenen PaP^^c. bez. P'aP'^P'c' 

-JJ^ = 7 j 

l^a^a + ^btb + tl'etc 

Sollen die^e Ebenen affin sein, so muss die Proportion erfüllt 
werden : 

Öa • ^6 : <^c = ^a • '^b ' tc 
Hieraus folgen die Gleichungen: 

^a'^b — <^b^a = , Öftt« — Öctb = 0, (J^ra — äate = 0. 

Denkt man sich eins der Punktepaare, z. B. PePei gegeben, so 
sind öc und r^ bekannt, und die Gleichungen für Öata^ ^b'^b nehmen 
die Gestalt an: ' 

m6a + w^a = 0, m6h + nr^ = 0. 

Die Punkte P« und Pj, liegen demnach mit P<., und ebenso 
PaPb und Pc auf derselben Parallelebene zu G^ bez. ff«. 

Die entsprechenden Ebenen collinearer Systeme, 
welche den Gegenebenen parallel gehen, sind affin. 

Dieses Resultat ist in Uebereinstimmung mit dem Umstände, 
dass die unendlich fernen Punkte solcher Ebenenpaare sich ent- 
sprechen. , 

13. Das Verhältniss entsprechender Flächen auf af- 
finen Ebenen ist gleich dem Verhältniss differentieller entsprechen- 
der Flächen und wird demnach gefunden J indem man das Yerhält- 
niss diflferentieller entsprechender Tetraeder, von denen drei Paar 
Punkte auf den beiden affinen Ebenen liegen, durch das Verhältniss 
der Höhen dividii^. 

Das Verhältniss der Höhen ist der Differentialquotient dp : dp* 
und ergiebt sich aus 

Man erhält 

Heger, Analytische Geometrie. • |g 
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dp : dp' = -(bhbhy. r.r.A.A': p\ 

SubBtituirt man: 



^2 _ Al h h h\ \ yl2 j^f^J^ 



N c , .'2' 

80 entsteht; 



djß : dp' = — 



r.A' 0^ 

Hieraus folgt das Verhältniss y entsprechender Flächen auf zwei 
affinen Ebenen: 

w dp «1 «2 ^2 cCi . A' , r* 

^~ y •' 57 r"" ß,ß,ß,ß,,A.(S^' 
Das Vorzeichen von y sowie das von w : i</ ist für alle Punkte 
der beiden Systeme dasselbe. Man sieht leicht, dass die entspre- 
chenden Flächen auf zwei affinen Ebenen, von den Gegenebenen aus 
betrachtet, gleichsinnig oder ungleichsinnig erscheinen, je nachdem 
w : er' negativ oder positiv ist. 

14. Lehrsatz: Die entsprechenden Ebenen, deren Ab- 
stände von zwei festen entsprechenden Punkten P« P'a 
(und damit auch von allen Paaren entsprechender Punkte, 
welche auf den beiden durch P« und P« gelegten Paral- 
lelen zu den Gegenebenen liegen) ein gegebenes Verhält- 
niss haben, bilden zwei Paar entsprechende Bündel. 

Beweis. Nach Nro. 8 ist das Verhältniss der Abstände zweier 
entsprechenden Pi^nkte, denen <?« nnd r« zugehört, von zwei ent- 
sprechenden Ebenen,. deren Multiplicatoren A und A' sind: 

Ig ^ A.V.0, 

Sa ^ . r . Ta 

Soll dasselbe constant sein, so folgt für die Multiplicatoren der 
zugehörigen Ebenen eine Bedingungsgleichung von der Form : 

a) A = kA', 

Da das Vorzeichen der Abstände hier gleichgültig ist , so hat 
man zu benutzen: 

b) Ä^ = lc^A\ 

Um die Multiplicatoren durch die Constanteif der Ebenen aus- 
zudrücken, substituire man in die Normalgleichungen: 
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der Reihe nach die Coordinaten der drei Tetraederpunkte; dann er- 
hält man für die Abstände der beiden Ebenen von den Tetraeder- 
ecken die Formeln : 

Pk = A ' —"\h2hn4 ' --, 

pi = J.' • -5- • Äi Ä2 A3 A4 • — • 

Diese Werthe erfüllen die Identität für P lücker 'sehe Coordinaten: 

9V^=:p^g^ + \- Pig!'-'2pip2gig2Cosyi2 

••• — 2p.iP4gBg4C0syu, 
9^2 = i)7^2 ^ 2ps'p,'gsg4Cosy.u^ 

Hieraus ergiebt sich : 

Setzt man diese Werthe in 

b) ^2^= ÄM'2 

ein, so erfolgt eine Gleichung zweiten Grades für die Ableitungs- 
zahlen fijt; mithin liefert die Gleichung zwei entsprechende Gebilde 
zweiter Ordnung. 

Um nachzuweisen, dass jedes derselben sich in zwei Bündel 
(zwei Punkte) auflöst, nehme man an, 2\ und Ti genügen der 
Gleichung b) und a); dann wird man immer noch zwei Paare ent- 
sprechende Ebenen T2 T2, T3 T^ finden können , deren Multiplica- 
toren (auch in Rücksicht auf die Vorzeichen) der Gleichung a) ge- 
nügen. 

Die Ableitungszahlen dieser Ebenen seien n^i , n^-g , %3 , alsdann 
gehören den Ableitungszahlen 

njt = Cifljti -f- C2W*2 + C3W*3 

zwei beliebige entsprechende Ebenen der Bündel Tj T2 T3 und 
Ti' T2' Ts zu. 

1 1 . 

Man setze nun w* in die obigen Formeln für — und --rj- • ein, 

und beachte, dass 

cosTpIj— ^ -^^uP\}9l A (2?i.-2?2> + l>2.Pi>) ^1^2 cos yi2 J. 

Alsdann erhält man: 

16* 
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— 2cxCz , . cos Ti Tg — 2 CiC^ cos T.2 la , 

A.\ A'i A2 ^3 

775 = «* 7r, + c* jr« + C3* TT, - 2 Ci Ci -7—; cos r7r/ 

— 2(Ji cz-r-r-ncos t7t^' — 2 c, c^ ^ , . , cos T^TJ. 
A\ A^ A2 Ali 

Beachtet man, dass 

Ai = 1c Ai, A2 = kAi, A3 ==: kAi, 

so folgt: ^ 

^ = kA'. 

Demnach entsprechen alle Ebenen des Bündels Tj T2 Ts resp. 
Ti'Tj'Ia' der Bedingungsgleichung b). Da nun dieselbe kein Qua- 
drat einer linearen Function der n* ist, so folgt, dass dieser Gleichung 
noch ein zweites Bündel und das entsprechende zugehören. 

Für zwei entsprechende Parallelen TT' zu den Gegenebenen ist 

njt — licci + vßi. 

Sind -B und B' die Multiplicatoren der Gegenebenen, wenn deren 
Gleichungen in der Form fit = ßk für Q^, rii = a* für ö4 vor- 
ausgesetzt werden , so haben T und 2* die Multiplicatoren 

A=—B, A' = —B\ 

Genügen T T' der Gleichung b) , so ist 

Bezeichnet (i ; v die positive Wurzel der rechten Seite, so liegen 
demnach die Centra der beiden Bündel des ersten Systems auf den 
Ebenen 

T=iiT^±vG^, 
und die Centra der Bündel des zweiten Systems sind enthalten in 

T' ^fiG'a,±vTL. 

Hieraus folgt, dass die Centra der beiden Bündel in jedem System 
entgegengesetzt gleiche Abstände von den Gegenebenen haben. 
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» 
§. 3. 

Doppelelemente zweier coUinearen räumlichen Systenie. 

1. Doppelpunkte. IstP ein selbstentsprechender Punkt zweier 
coUinearen räumlichen Systeme, so sind die vier Gleichungen erfüllt 

a) Mi'. ^=z Ni : r, 
wenn abkürzend bezeichnet wird : 

Mi =^ li «1 Xh + Ag «2 30i2 + ^3 «3 OCii + A4 «4 Xii , 
Ni = ^ißiXii -h ^ß2Xi2 + hßsXis + hßiXii. ^ 

Diese Gleichungen liefern für <5 = r = keine geometrisch 
brauchbaren Werthe ; denn die entsprechenden Punkte , deren k 
dieser Bedingung genügen, haben zwar beide unen41ich grosse Co- 
ordinaten, liegen aber im Allgemeinen von zwei endlichen Punkten 
aus nicht in derselben Richtung, fallen also im Allgemeinen nicht 
zusammen. 
' Hiernach verbleibt als ausreichende und nothwendige Bedin- 

gung für die A von Doppelpunkten, wenn k einen noch zu bestim- 
menden Factor bezeichnet: 

= kt , M2 = kN2 , 

b) Mi=kNu Mz=kN^, 

M^ = kN^. 

Multiplicirt man die vier letzten dieser Gleichungen der Reihe 
nach mit ^1 ^2 ^3 .'5'4 nnd addirt, so erhält man die erste Gleichung 
mit dem dreifachen Inhalt des Axentetraeders multiplicirt ; demnach 
darf eine dieser fünf Gleichungen weggelassen werden. Lässt man, 
um möglichst symmetrische Formen zu erhalten, die erste Gleichung 
weg und ordnet die übrigen nach Aj A2 A3 A4 , so erhält man vier 
homogene lineare verschwindende Functionen , deren Verein das 
Verschwinden der Determinante des Systems erfordert: 

a, a;,i — kßix\i, a^Xu — kß^x'i^j ^z^iz — ^/^s^'is, «4^14 — ^ßi^u 

)€C\X2\ — kpiX^x^ t . . • . . ... 

^1 *^31 — "'Kl «^ 31» .•'• .•• ... 

^1 •''41 ^~"^Pl*^41i . . •. ... ... 

Diese Gleichung ißt biquadratisch für k und liefert keine, zwei 
oder vier reelle Wurzeln. Zu jeder der Wurzeln liefert dann das 
System b) ein und nur ein zugehöriges System von Lösungen: 

Ai : A3 : As : A4; 
jede dieser Lösungen liefert einen Doppelpunkt. 



= 0.. 



f) 
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Hiernach hesitzen zwei collineare räumliche Systeme 
im Allgemeinen keinen, zwei oder vier Doppelpunkte. 

2. Boppelehenen. Setzt man ahkürzend 

7t = SuXi' + 624X2' + BsiX^' + BuX^\ 

so erhalten die Gleichungen zweier entsprechenden Ehenen die 
Form : ♦ 

Ist eine Ebene selbstentsprechend ,- so hat ihre Gleichung zu- 
gleich die Form T = und ft T' = 0, wenn ft einen noch unbe- 
stimmten Factor bezeichnet. 
' Die Identität 

liefert die vier Gleichungen der l: 

Der Verein dieser Gleichungen erfordert das Verschwinden 
der Determinante: 

1. 1 1.1 1. 1 1. 1 

— du --/*-^«ii, — O12— f*-^fi2, — Oi3 — f*^«i3, —^14 — ^x^14 

«1 Pi «2 P2 «3 P3 «4 P4 

— O31 — f* -3" £21 » ... ... ... 

«1 Pi 

1.1 

— Psi — f*"3~^31» ... ... ... 

1 . 1 



— O41 — ^ ^ £41 ? ... ... ... 

Diese Gleichung ist biquadratisch für ft. Jede reelle Wurzel 
derselben liefert ein und nur ein System von Lösungen der Glei- 
chungen e): 

?i : ^i : ^3 : ^4; 
jedes dieser Systeme liefert die Gleichung einer Doppelebene. 

Demnach giebt es in collinearen räumlichen Syste- 
men im Allgemeinen keine, zwei oder vier selbstent- 
sprechende Ebenen. 



= 0. 
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ä. Jeder Doppelpunkt ist Träger zweier entsprechenden concen- 
trischen Ehenenhündel; zwei coUineare concentrische Büschel hahen 
'mindestens eine Doppelebene; demnach giebt es stets mindestens so 
viel Doppelebenen wie Doppelpunkte. 

Jede Doppelebene ist Träger zweier auf einander liegender 
collinearer Punktsysteme; zwei coUineare Ebenen haben mindestens 
einen Doppelpunkt; demnach haben zwei coUineare räumliche Sy- 
steme mindestens so viel Doppelpunkte als Doppelebenen. 

Aus beiden Bemerkungen folgt: 

Zwei coUineare räumliche Systeme haben eine gleiche 
Anzahl Doppelpunkte und Doppelebenen. Jeder Doppel- 
punkt liegt in einer der Doppelebenen. 

4. Man nehme nun zwei Doppelpunkte Qi Q2 und zwei Dop- 
pelebenen 81 S2 an ; es liege Qi auf Si , Q2 auf S2. Giebt es noch 
zwei Doppelpunkte und nicht mehr, so können dieselben nicht ausser- 
halb der Geraden 81 82 liegen. Denn ist Q ausserhalb Si 82 ein 
Doppelpunkt, so ist z. B. Qi Q eine selbstentsprechende Gerade, da 
sie zwei selbstentsprechende Punkte enthält; der endlich oder un- 
endlich ferne Punkt, den diesß Gerade mit 82 gemein hat, ist 
dann ebenfalls Doppelpunkt; denn ihm entspricht ein Punkt, der 
sowohl auf 82 als auf Q Qi gelegen ist. Hat aber eine Gerade drei 
selbstentsprechende Punkte, so sind alle ihre Punkte selbstent- 
sprechend. Das ist gegen die Voraussetzung, dass nur vier Dop- 
pelpunkte der beiden räumlichen Systeme vorhanden sind. Nim,mt 
man Q auf 81 oder 82 aber ausserhalb der Kante beider Ebenen 
an, so schliesst man, dass dann Qi Q bez. Q2 Q lauter Doppelpunkte 
enthalten würden, was ebenfalls der Voraussetzung widerspricht. 

Ebenso schliesst man, dass wenn es noch zwei und nur diese 
Doppelebenen giebt, dieselben die Kante Qi Q2 enthalten niüssen. 

Es bilden demnach die vier Doppelpunkte und die vier Dop- 
pelebenen die vier Ecken und die vier Seiten eines und desselben 
selbstentsprechenden Tetraeders. 

5. Sind vier Doppelpunkte vorhanden, die nicht in einer Ebene 
liegen, so gewinnen die Collineationsgleichungen die einfachste Form, 
wenn man sie auf das selbstentsprechende Tetraeder bezieht. Man 
erhält für die Goordinaten entsprechender Punkte: 

Xi = — — - hi. 

X 
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Für die Goordinaten entsprechender Ehenen ergieht sich 

hc^k ^k 

ut = — , 

8 rt 

Die Gleichungen entsprechender Ebenen und entsprechender 
Geraden nehmen ebenfalls eine einfache Gestalt an, die sich leicht 
herstellen lässt. 

6. Zwei collineare Systeme lassen sich durch Lagen- 
Veränderung des einen immer in eine solche gegenseitige 
Lage bringen, dass sie vier Doppelpunkte besitzen. 

Man vereine zwei entsprechende Punkte im Punkte A. Durch 
Drehung des zweiten Systems vereine man nun zwei entsprechende 
Geraden, welche durch A gehen. 

Die beiden auf einander liegenden Geraden haben ausser A 
stets noch einen Doppelpunkt B. AB ist der Träger zweier ent- 
sprechenden Büschel; man drehe das, zweite System um AB so 
lange , bis irgend zwei entsprechende Ebenen beider Büschel sich 
decken. In dieser Doppelebene liegt dann ausserhalb A B noch ein 
Doppelpunkt C Die beiden coaxialen Büschel haben ausser ABC 
noch eine Doppelebene, und diese enthält ausserhalb AB noch einen 
Doppelpunkt D. Mithin haben nun die beiden Systeme die vier 
Doppelpunkte AB CD ^ q. e. d. 



Sätze über Büschel und Schaaren von Curven 
und Flächen zweiter Ordnung. 



1. Definition des Kegel schnittbüschels. Wenn die Coeffi- 
cienten Ua der Gleichung eines Kegelschnitts in Punkt- 
coordinaten 

K^ Uli xl -4- 2ai2 Xx x-i -f 2ai3 Xi % + <h2 a?2^+ 2023^2 ^3 + «33^3^=0 
homogene lineare Functionen zweier Variabein Aft (oder 
nicht homogene Functionen einer Variabein) sind, nämlich 

a) «1* = a\k^ + o!a^, , 

so heisst dieGesammtheit allerKegelschnitte, deren Coef- 
ficienten durch die Substitution zweier reellen Werthe 
Aft in die Formeln a) hervorgehen, ein Kegelschnitt- 
büschel. 

Definition der Kegelschnittschaar. Wenn die Goefficienten 
aiji der Gleichung eines Kegelschnitts Plancoordinaten 

Ä^an«*i +2ai2«*iW2'+2ai3t*iM3-f 022 ««14-2023 %W3+ »33 «*3*=0 
homogene lineare Functionen zweier Variabein Aft sind: 

b) ' üik = a'ikX + aSft, 

so heisst dieGesammtheit allerKegelschnitte, derenGoef- 
ficienten durch Substitution reeller Werthe A ft in die 
Formeln b) hervorgehen, eine Kegelschnittschaar. 
Setzt man abkürzend 

E! ^OiixJ + 2012' a?i X2 + 2aizXiX3 +022^^2^ + 2a2a'^2% +«33' ^3* 
jr' = aii"a:2+ +a83"^a^ 

^^ S' ^ail'ttl^ + 2ai2'Will2 4-2ai3'Wl«8+«22'«*2*+2a23'W2W3+Ö33'«*3^ 

«" = anX+ +033"^/' 

so sind demnach die Gleichungen aller Kegelschnitte eines Büschels 
unter der Form enthalten: ^ 
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d) Jr= AJT + iiK"= 0, 

und die Kegelschnitte einer Schaar unter der Form: 

e) S= IS' + fift" =0. 

Durch eine lineare Transformation mögen KE! K" mK\Ki Ki\ 
so wie ÄÄ'Ä" in S\ S\ Ä/' transformirt werden. Alsdann hat man 

und folglich, wenn 5^» ^J*» Mi die CoefQcienten von K\Ki K\* be- 
ziehentlich von ^1 £]'£]" bezeichnen: 

Hieraus folgt: Die Eigenschaft von Kegelschnitten, ein Büschel 
oder eine Schaar zu bilden, ist unabhängig vom Coordinatensysteme. 
2. Es seien K\ K^ zwei Kegelschnitte des Büschels, welche 
den Werthen a\ a^ und })\ &2 füi* A und ft zugehören , so dass also 

Ä2 = biJC + 1>2Ä", 
so erhält man durch Auflösung dieses Systems: 

^" = " h \h (- h Kl + a, K,). 
aj O2 — «2 ^1 

Indem man diese Werthe in 

K=XK' + iiK" 

substituirt, erhält man: 

1)2^ ^ hfl L ^«^ — ^^ TT 

•ö. = — 7 7" • Ai i r 7- A2. 

«1 O2 — «2 ^1 <*1 ^2 — 0^2 Ol 

Setzt man 

52 A — hifi . «1 ft — «2 A 

7 iT — '^1 » — 7 T" — f*i ' 

ai 02 — a2 Ol ai 02 — «2 Oi 

so durchlaufen für alle möglichen reellen Werthe von Afi auch die 
Ajfti alle reellen Werthe, können also als neue variable Multipli- 
catoren statt A^ verwendet werden. Man hat alsdann 

K = Ai Kl -f- fti K2. 

Demnach lassen sich die Gleichungen der Kegelschnitte 
eines Büschels aus den Gleichungen je zweier, Kegel- 
schnitte des Büschels mittelst zweier reellen Multipli- 
catoren nach der Formel herleiten: 
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Indem jnan eine ganz gleichlautende Untersuchang für Kegel- 
schnitte einer Schaar anstellt, Erhält man: 

Die Gleichungen der Kegelschnitte einer Schaar 
lassen sich aus den Gleichungen je zweier Kegelschnitte 
der Schaar mit Hülfe zweier reellen Multiplicatoren nach 
der Formel ahleiten: 

«V ^= Ai ovi -\- A.2 Ä2« 

Hieraus folgt: Ein Büschel und eine Schaar sind durch zwei 
Kegelschnitte, die ihnen angehören, hestimmt. 

3. W«nn zwei Kegelschnitte einesBüschels oder einer 
Schaar einen gemeinsamen Punkt bez. eine gemeinsame 
Tangente haben, so ist dieser Punkt bez. diese Tangente 
allen Kegelschnitten des Büschels oder derSchaar gemein. 

Denn sind Ki K^ oder ^i Ä2 <lie betrachteten beiden Kegel- 
schnitte, so leite man die übrigen nach den Formeln ab : 

K=^ IKi + ftJTg = 0, 

Alle Coordinatengruppen x^ oder w^t, welche gleichzeitig den 
Gleichungen genügen: 

* JTi = und Äi = 0, 
oder Äi = und Ä2 = 0, 

erfüllen dann in der That auch die Gleichung jedes andern Kegel- 
schnitts des Büschels oder der Schaar: 

Z" = oder Ä = 0, q. e. d. 
Mit Hülfe dieses Satzes beweist man apagogisch: 

Wenn irgend zwei Kegelschnitte eines Büschels oder 
einer Schaar keinen gemeinsamen Punkt bez. keine ge- 
meinsame Tangente besitzen, so haben auch irgend zwei 
Kegelschnitte des Büschels oder der Schaar keinen ge- 
meinsamen Punkt bez. keine gemeinsame Tangente. 

Denn hätte irgend ein Paar ein gemeinsames Element, so wäre 
dies auch jedem andern Paare gemeinsam, im Widerspruche mit 
der Voraussetzung, dass es ein Paar giebt, welches nichts Gemein- 
sames enthält. 

4. Wenn ein Punkt und eine Gerade für zwei Kegel- 
schnitte eines Büschels oder einer Schaar Pol und Polare 
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sind, so sind sie es für alle Kegelschnitte der beiden 
Gebilde. 

Die Gleichuligen der beiden Kegelschnitte des Büschels, welche 
ein Paar Pol und Polare gemein haben,' mögen sein 

/=:0, /'==0. 

Ist n der Punkt, der für beide Kegelschnitte dieselbe Polare 
hat, und qp,- der Werth, den df : 3 x^ für die Coordinaten von 11 sui- 
nimmt, so sind die beiden Gleichungen: 

a) (pi'xi -f ^2' a?2 + 96 ^ = 0, • 9?i"a?i + W' ^ + 9i"^ = 0, 
nur um constante Multiplicatoren verschieden, d. h. 

b) Q(p/ = ö^jPa", 

Die Polare des Punktes 7t in Bezug auf irgend einen Kegel- 
schnitt des Büschels 

hat die Gleichung 

(A 9/ + ^(pi")xi + (A^^j' + ii(p2'')X2 + ß(P's +fi(pB")xs = 0, 
oder : 

^((fi'xi + (P2'X2 + q>3Xi)--\- ^((fi'xi + (p2"x2 + (pz'xs) = 0. 

Drückt man nach b) die Werthe ^J durch die q)'/ aus oder um- 
gekehrt und substituii;t dies in die eben gewonnene Gleichung, so 
sieht man, dass dieselbe von jeder der beiden Gleichungen a) nur 
um einen constanten Multiplicator abweicht, q. e. d. 

Ebenso beweist man den analogen Satz für Schaaren : 
Seien/' = 0, /" = die Gleichungen zweier Kegelschnitte 
in Plancoordinaten, also 

die eines beliebigen Kegelschnittes der Schaar; sei X die Gerade, 
die für/' und/" ein und denselben Pol hat, und q)i der Werth, 
welchen df : dUi für die Coordinaten von % annimmt; so ist die 
Gleichung des Pols von X in Bezug auf die beiden Kegelschnitte 

c) (fi'ui + (p2[u2 + 9?3'm3 = und g)i"wi + q)2"u2 + (ps"ti3 = 0. 
Da beide denselben Punkt, den gemeinsamen Pol, bezeichnen, so 
können sie nm* um constante Multiplicatoren verschieden sein, so 
dass 

d) öq)i=Ö(pi\ *=1, 2, 3. 

Die Gleichung des Pols von % in Bezug auf / = lässt sich 
schreiben 
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mit Hülfe der Formeln d) wird gezeigt, dass diese Gleichung von 
den Gleichungen c) nur um constante Factoren ahweicht, also den- 
selben Punkt bedeutet, q. e. d. 

Insbesondere findet man: 

Ein Dreieck, welches für zwei Kegelschnitte K1K2 
zugleich sich selbst conjugirt ist, ist füralleKegelschnitte 
des durch Ki und K% bestimmten Büschels, sowie für alle 
Kegelschnitte der durch K1K2 bestimmten Schaar sich 
selbst conjugirt. 

5. Bestimmung der Punkte, deren Polaren in Bezug 
auf zwei Kegelschnitte zusammenfallen. Bestimmung der 
Geraden, deren Pole in Bezug auf zwei Kegelschnitte zu- 
sammenfallen. 

Die Gleichungen der beiden Kegelschnitte seien 

/' = axixl + ...== 0, 
r=huxl + .-. =0, 
f = cuu^ + •.. =0, 
f=d^,ul + ... =0, 

so hat man diejenigen Punkte Tl zu bestimmen, deren Coordinaten 
die Gleichungen erfüllen: 

a) Qq>2 — ^9<i' = 0, 

Q(pz — <y^3" = 0, 

und je ^nachdem man in Punkt- oder in Plancoordinaten rechnet, 
noch eine der beiden Gleichungen 

9\^i +9-2^2 + 9s^3 ~ ^7 

giriui + g^w^h + gzW^^z — ^. 

Ausser den unbiekannten Coordinaten enthalten die ersten drei 
Gleichungen das unbekannte Verhältniss Q : 6. Da nun die ersten 
drei Gleichungen homogen und linear in Bezug auf die Coordinaten 
sind, so folgt, dass ihre Determinante verschwindet, d. i. 

für Punktcoordinaten : 

b) auQ — Z>j2<J, <h2Q — ^22^, (HaQ — ^3^ = 0, 

«13 (> — &13Ö, «23 9 — i^isÖ, <hfiQ — 533 
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für Plancoordinaten : 
CiiQ — du6, C12Q — duü, CisQ — diso 

c) Ci^Q — ^12^1 C22Q — ^2^y C23Q ^23 <^ ^^ 0. 

^13 9 — <^13<J» C2»9 — d23<J, ^88 9 ^2^ 

Aus diesen Gleichungen berechne man Q : C» Jeder reelle 
Werth wird in zwei Gleichungen des Systems' a) eingesetzt und lie- 
fert dann mit Hülfe der Identitäten 

^ = .... 

immer ein und nur ein reelles Werthsystem der Coordinaten. 

Da nun ein Pol und seine Polare wechselseitig eindeutig zu- 
sammengehören, so folgt: 

Die beiden Gleichungen b)und c), welche sich auf das- 
selbe Paar ron Kegelschnitten beziehen, haben gleich- 
viel reelle Wurzeln. 

Da femer entweder eine oder drei reelle Wurzeln vorhanden 
sind, so folgt: 

Zwei Kegelschnitte haben entweder eine oder drei 
Paar Pole und Polare, welche beiden gemeinsam sind. 

6. Bestimmung der in einem Büschel enthaltenen Ge- 
radenpaare bez. der in einer Schaar enthaltenen Punkte- 
paare. > 

Der Kegelschnitt (in Punkt- oder Plancoordinaten) 

ist ein Geradenpaar oder ein Punktepaar, wenn sich die linke Seite 
i« ein Product zweier linearen Functionen mit reellen Coefficienten 
zerlegen lässt. 

Sind Q und ( — 0) zwei Werthe von X fi , durch 'welche K in 
zwei lineare Factoren zerfallt, so verschwindet die Disöriminante 
von 

Dies liefert die Bedingungsgleichung für 9 und <J. 

Da nun für Punktcoordinaten diese Discriminante mit Nro. 4 b 
identisch ist , und für Plancoordinaten mit Nro. 4 c , so folgt : 

Wenn zwei Kegelschnitte-/' = 0,/" = nur ein Paar 
Pol und Polare gemein haben, so giebt es auch nur ein 
reelles Verhältniss 9 : <J, für welches die Function 

P/' - ö/" 

in lineare Factoren zerfällt. Haben hingegen die Kegel- 
schnitte ein sich selbst conjugirtes Dreieck gemein, so 
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giebt es drei reelle Verhältnisse Q : <J, durch welche die 
Function in lineare Factoren zerlegbar wird. 

Hieraus folgt weiter: Ein Kegelschnittbüschel hat höchstens 
drei Geradenpaare; diese bilden die sechs Seiten eines Vierecks, das 
allen Kegelschnitten des Büschels eingeschrieben ist und dessen zu- 
gehöriges Dreieck für alle Eegekchnitte des Büschels sich selbst 
conjugirt ist. 

Eine Kegelschnittschaar enthält höchstens drei Paare von Punk- 
ten. Dieselben bilden die Ecken eines Vierseits , welches sämmt- 
liehen Kegelschnitten der Schaar umschrieben ist. Das diesem Vier- ■ 
seit zugehörige Dreieck ist für alle Kegelschnitte der Schaar sich 
selbst conjugirt. 

Hat ein Büschel oder eine Schaar ein sich selbst conjugirtes 
Dreieck, so ist die Gleichung je zweier Kegelschnitte derselben von 
der Form: 

V ZLi^ J^ \T, A L 7.^ J H n ^^^ ^^^ Büschel, 

.ffi = a,< + 02^2^ + asui = Ol ,. q , 

^ - o , , „ , - „ ^f für die bchaar. 

Die Discriminante von 

qKi — 6K2 oder Q^i — Ö ^2 
reducirt sich auf 

(Qtti — öhi)(Qa2 — (51)2) (qos — ^h) — 0, 

hat also, wie vorauszusehen war, die drei reellen Wurzeln: 

f 61 : «1 
: Ö = 



62 : 0^2 ~ 
^3 : 03' 

Man setze dieselben in die Functionen 

qKi — ÖK2 und Q^i — 0^2 

ein ; dieselben gehen dann in homogene quadratische Formen je 
zweier Coordinaten allein über. 

Dies sind die Gleichungen der Geradenpaare des Büschels und 
der Punktepaare der Schaar. Man erhält die drei 

Geradenpaare : 

(a2&i — 01^2)^2^ + («3^ — aih)^3 = ö» 
(a3&2 — «2^3)^3^ + («1&2 — 02hi)x^ = 0, 
(«i^j — (hh)^i + («2^3 — (hh)^2 = Ö> 



LI 
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Pnnktepaare: 

(aib, — (hhi)uj + ((hh — aih)ul = 0. 

Diese Gebilde sind reell oder nicht, je nachdem die beiden 
Goefficienten jeder Gleichung ungleiche oder gleiche Zeichen haben, 
je nachdem also das Product je zweier Goefficienten , negativ oder 
positiv ist. Das Product dieser drei Producte, d. i. das Product 
sämmtlicher sechs Goefficienten, ist 

— (aih^ — (hhyi^^ih — 03^2)^(03^1 — «1^3)^ 
mithin immer negativ. Demnach ist unter den obigen Gleichungen 
mindestens eine, deren Goefficienten ungleiche Zeichen haben. 

Dies ergiebt den Satz: 

Wenn die Kegelschnitte eines Büschels ein sich selbst 
conjugirtes Dreieck gemein haben, so enthält das Büschel 
immer mindestens ein Geradenpaar. 

Wenn die Kegelschnitte einer Schaar ein sich selbst 
conjugirtes Dreieck gemein haben, so enthält die Schaar 
mindestens ein Punktpaar. 

Bezieht man zwei Kegelschnitte eines Büschels oder einer 
Schaar, welche kein gemeinsames, sich selbst conjugirtes Dreieck 
haben, auf ein Dreieck, in welchem das gemeinsame Paar Pol und 
Polare die Ecke Äi und die gegenüberliegende Seite A^ Az bildet, 
so haben die Gleichungen derselben die Form: 

K, = anxl + (H,xl + 2a,,x,x, + «33^! ~ ^Iför das Büschel 

1 = auUl H- 022^1 + 2a23W2«8 + «33^3 = ^ 1 f A' Q 1, 

1. 9 11. ^ I o 1. . II. 2 ^ f für die Schaar. 

Die Discriminante von 

^J^i — (JJT, oder 9Ä1 — öfig 
reducirt sich auf 

0229 ~ hl^ 02Z9 ^23^ 

(^2ZQ — hs^ O339 — ^33^ 

Die in dem zweiten Factor auftretenden Goefficienten können 
in mehrfacher Weise so gewählt werden, dass die Annullirung des- 
selben für complexe Verhältnisse Q : ö erfolgt; dann wird die Vor- 
aussetzung erfüllt, dass nur ein gemeinsames Paar Pol und Po- 
lare vorhanden ist. 

Substituirt man die einzige reelle Wurzel der Discriminante 



(«119 — ^nö) 



0. 
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in die Gleichungen 

qKi — 6K2 = 0, 9Ä1 — öÄj = 0, 

so erhält man: 

(a2,bii — Z>22«ii)^2^ + 2 (a23&n —623011)^2^^8 + (öss^ii — ^33 «11)^^3^=0, 

(«22^11 —2>22Öll)W2^+ 2(028^11 — fe23Öll)W2% + («33^11 — ^33 «u) w/=0. 

Die Discriminante beider Gleichungen ist kein vollständiges 
Quadrate Als Function von an und hu betrachtet, kann sie durch 
geeignete Wahl dieser Coefficienten einen negativen Werth er- 
halten. 

Hieraus ergiebt sich das bemerkenswerthe Resultat: 

^Es gie^btBüschel, die kein PaarGerade, und Schaaren, 
die kein Paar Punkte enthalten. 

7. Die Coordinaten der Mittelpunkte der Kegelschnitte eines 
Büschels . " ■ 

sind die Lösungen des Systems: 
^(«uiTi -|-a,2aj2 -{- anx^i) -[- V (pu^i +^12^2 + ^3 a^) — Ä^i = 0, 

^ («12 ^1 + «22 ^i + «23 %) + V (&J 2 ^1 + 2>22 ^2 + ^23 %) — ^02 — 0, 

9i3Ci 4- ^2^2 + 9;iXz == ^. " ; 

Die ersten drei Gleichungen sind homogen linear für fl, v, äj; 
folglich annuUiren die Lösungen x^ x^ x^ die Determinante dieses 
Systems, erfüllen also die Gleichung: 

«11^1 + <^uXi + «133:3, \\Xx H- 5i2ä;2 + hz^d^ '^1 

«12 X^ .4- «22 X2 + «28 ^3 j ^1 2 ^1 + ^22 ^8 + ^23 ^3 » ^2 == 0, 

«I3^r+ «23^2 + «33^J» ^13^1 + ^3 ^2 + ^38^3» 9z 

Dies ergiebt: 

Der geometrische Ort für die Mittelpunkte der Kegel- 
schnitte eines Büschels ist ein Kegelschnitte 

Bezieht man die Kegelschpitte des Büschels auf ein Dreieck, 
welches das gemeinsame Paar Pol .und Po^^fe 41iS Ecke und Gegen- 
seite enthält, so erhalten die Gleichungen Äi = 0, jfiTa = die 
oben angegebene einfachere Form; die Gleichung des Orts für die 
Mittelpunkte vereinfacht sich in Folge dessen zu: 

«11 a?!, bii^i, g\ 

«22 X-i 4" (h'Ji Xs , ^22 ^ "f" ^23 ^3 f 92 =^ ö. 
«23^3 +■ 0^83^3, ^23^ + ^33^8» 9i 

Dieselbe wird für X2 ^= x^ ■:;:= erfüllt und lehrt: 

Heger, Analytische Goometrie. |9 
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Der Ort der Mittelpunkte eines Büschels geht durch 
denjenigenPunkt, der für alle Kegelschnitte des Büschels 
ein und dieselbe Polare hat. 

Haben die Kegelschnitte eines Büschels ein sich selbst conju- 
girtes Dreieck, so ist dasselbe dem Ort der Mittelpunkte einge- 
schrieben. 

8. Der Mittelpunkt des Kegelschnitts einer Schaar: 

Ä = (iRi + VÄ2 = 
hat die Gleichung: 

> 

^[(«11 + »12 + «18)th +• («12 + «22 4- a28)«f2 

+ (fll8 + «28 + «38)«3] + V[(bii + ^11 + hi)Ui 

+ Q>12 + ^22+ hs)U9 + (&13 + ^23 + M^s] = 0. 

Da nun: 

••■'*'■ 

(«Xl + «12 + ai3)«*l+ («12 + (hl + (h2)^2 + (ö^ls'H- «28 + «33)^3 =0 

die Gleichung des Mittelpunktes von ^i ist, und 

(*^ii + ^12 + hz)^i + (Pi2 + ^22 + ^23) % + (^13 + ^3 + ^33)% = 

die Gleichung des Mittelpunktes von ^2 « so folgt , dass der Mittel- 
punkt von $ mit den Mittelpunkten von ^1 und ^3 auf einer Ge- 
raden liegt. 

Diesem Satze kann man folgende allgemeinere Form geben : 
Der geometrische Ort für die Mittelpunkte der Kegel- 
schnitte einer Schaar ist eine Gerade. 

9. Die Kegelschnitte eines Büschels schneiden jede 
Gerade rm Allgemeinen in Punktepaaren zweier involu- 
torisch verwandten Reihen. • 

Die Kegelschnitte einer Schaar werden von jedem 
Punkte aus im Allgemeinen durch Geradenpaare zweier 
involutorischen Strahlenbüschel tangirt. 

Man beziehe die Kegelschnitte des Büschels auf ein Dreieck, 
welches die betrachtete Secante als Seite Ä2Ä3 enthält. Die Coor- 
dinaten der Schnittpunkte jedes Büschelkegelschnitts mit Äq A» sind 
aWdahn purzeln der Gleichung: 

ft(ai2«a + 2 a22Ä;2a?8 + (hs^x^i) + vipi^x^ + 2b22i»2i»8 + hs^i) = 0. 
Elimihirt man hieraus x^ durch die Gleichung 

80 erhält man eine Gleichung für X2 von der Form : 

ft(aia?| H- 0^X2 + Us) + v(bi x} + hx^ + fes) = 0. 
Die Wurzeln dieser Gleichung bilden in derThat die entsprechenden 
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Paare derjenigen beiden involutoiischen Reihen, für welche die 
Wurzeln der beiden Gleichungen 

und 

5i a?.^ + 5a a?2 + 63 = 

entsprechende Punktepaare bestimmen. 

Ebenso beweist man den auf Schaaren bezüglichen Theil des 
Satzes. 

Man beziehe die Kegelschnitte der Schaar auf ein Dreieck, in 
welchem der betrachtete Punkt ein Eckpunkt Äi ist. 

Die Coordinaten der von Ai an einen Kegelschnitt 

/LtÄi + V&2 = 
gelegten Tangenten sind die Wurzeln der Gleichung: 

f*(«22M2 + 2023^2^3 + dsS^s) + '^^^^ + 2628%W8 + &83«*3^) = , 

und bilden demnach die entsprechenden Paare der beiden involur 
torischen dk\x£ A\ liegenden Büschel, für welche die Wurzeln der 
Gleichungen 

022 W + 2 023% ««8 + «38 «*8^ = Uud Q^r^U^ -\r 9zU U3Z=J^ 
&J2«2^ + 22)28«*2«*8 +^38«*3' = Uud ö'2*'2«*2 + 5^3 ♦'s »3 = -^ 

die Coordinaten entsprechender Paare sind. 

10. Definition des Büschels und der Schaar yon 
Oberflächen zweiter Ordnung. 

Sind die Coefficienten der Gleichung einer Fläche zweiter 
Ordnung in Punkt- oder in Plancoordinaten homogene lineare 
Functionen zweier (oder nicht homogene lineare einer) Variabein 
fl und V: 

a) aa = a'aii -f a^ v, 

so heisst die Gesammtheit aller der Flächen, für deren jeden die 
Coefficienten durch . ein reelles Verhältniss U- : v aus den Formeln 
a) hervorgehen, ein Büschel, wenn die Coefficienten den Gloichunr 
gen für Punktcoordinaten , eine Schaar, wenn dieselben den Glei- 
chungen für Plancoordinaten zugehören. 

Bezeichnet man die beiden Flächen zweiter Ordnung,? deren 
Punktgleichungen die Coefficienten aaaijt enthalten, mit K' K!\ so-; 
wie die, deren Plangleichungen dieselben Coe^Gicienten enthalte^, 
mit Ä'Ä", so haben demnach die^ Gleichungen der Flächen eiaeai 
Büschels und einer Schaar die allgemeine Form , . 

,. jr = ftjr -f vjr' = 0, 

^^ ^ = ftÄ' -I- vÄ" ==^0. 
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Man sieht leicht, dass die Eigenschaft von Flächen zweiter 
Ordnung, ein Büschel oder eine Schaar zu bilden, vom Coordipaten- 
System unabhängig ist; ferner, dass man die Gleichung jeder ein- 
zelnen Fläche aus den Gleichungen von irgend zweien Ki K^ bez. 
St\ St% mit Hülfe der Formeln ableiten kann : 

""^ ^ = qSi + (JÄ2 = 0. 



Hieraus folgt weiter , dass alle die Punkte , welche irgend zwei 
Flächen eines Büschels, und alle die Tangentialebenep, welche zwei 
Flächen einer Schaar gemeinsam bind, zugleich allen anderen Flächen 
des Gebildes iingehören. 

Oder; Schneiden sich zwei Flächen eines Büschels längs einer 
Curve und sonst nicht, so gehen alle Flächen durch diese Curve und 
haben sonst keine Punkte mit einander gemein. 

Sind zwei Flächen einer Schaar einer developpablen Fläche 
eingeschrieben, und haben sonst keine gemeinsamen Ebenen, so 
sind alle Flächen der Schaar dieser Fläche eingeschrieben und haben 
Bonftt keine gemeinsamen Tangentialebenen. 

Berühren sich zwei Flächen zweiter Ordnung in einem isolirten 
Punkte, so berühren sich alle Flächen des durch die beiden Flächen 
bestimmten Büschels, sowie alle der durch sie bestimmten Schaar 
in diesem Punkte. 

Berühren sich zwei Flächen zweiter Ordnung in zwei isolirten 
Punkten, so können sie weiter keine Punkte als die Berührungs- 
punkte, und weiter keine Ebenen als die Tangentialebenen in den 
Berührungspunkten mit einander gemein haben; alle Flächen des 
durch die beiden gegebenen Ebenen bestimmten Büschels und der 
durch sie bestimmten Schaar berühren sich dann ebenfalls in den 
beiden isolirten Punkten und es fällt demnach in diesem Falle das 
Büschel mit der Schaar zusammen. 

Berühren sich zwei Flächen zweiter Ordnung längs eines Kegel- 
schnitts, so haben sie weiter keinen Punkt als diesen Kegelschnitt, 
und weiter keine Tangentialebene als die Ebenen des Berührungs- 
kegels gemein; au^h in diesem Falle ist das Büschel mit der Schaar 
identisch. 

11. Hat ein Punkt dieselbe Polarebene für irgend zwei 
Flächen zweiter Ordnung, so hat er diese Ebene zur Po- 
laren in Bezug auf jede Fläche des durch die beiden 
Flächen bestimmten Büschels. 

Hat eine Ebene denselben Pol in Bezug auf irgend 
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zwei Flächen einer Schaar, so ist dieser Punkt der Pol 
der Ebene für alle Flächen der Schaar. 

Denn sind die Gleichungen der beiden Flächen zweiter Ord- 
nung, für welche der Punkt Pi dieselbe Polarebene hat: 

/=0 und /' = 0, 

und bezeichnet man 8/ : d Xi für den Punkt P\ mit /,• , so ist die 
Gleichung der Polarebene von Pi in Bezug auf /' und /" : 

^ fl''^l + A"X, -^f,"x, +'/4"^4 - 0. 

Da diese beiden Gleichungen dieselbe Ebene darstellen sollen, 
so können sie nur um einen constanten Factor abweichen; bezeich- 
nen Q und <J zwei noch zu bestimmende Zahlen , so ist demnach : 

e/i' — ff/i" = 0, 

. qA' - 0/2" = 0. 

^' e/s' - ö/s" = 0, 

Qfi - ff/4" — 0. 

Die Gleichung der Polaren, von Pi in Bezug auf eine Fläche 

des Büschels 

K=iJif + vf = 
ist: 

+ W4 + vA")xt = o. 

Eliminirt man hier die Werthe/{' mit Hülfe der Gleichungen 
e), so stimmt die resultirende Gleichung mit der ersten von d) bis 
auf einen constanten Factor überein, stellt also in derThat dieselbe 
Ebene dar. 

Ferner seien die Gleichungen der Flächen in Plancoordinaten 

/' x= 0,- /" = 0, 

die Ebene, die für beide ein und denselben Pol hat, habe die Coor- 
dinaten w^i, so müssen, wenn dfidujt für dieWerthe Ui\ mit/t be- 
zeichnet wird, die Gleichungen der Pole 

-. fl^l + f2U2 + fs'u, + UU^ = 0, 

^ /i"Mi + /2"% + fs^Us + /4"t«4 = 

denselben Punkt darstellen; hieraus ergiebt sich ein der Form nach 
mit e) identisches System, nur dass die /,• DiflFerentialquotienten einer 
Function von Plancoordinaten sind. 

Die Gleichung des Pols der Ebene wi für die Fläche der Schaar 

Ä = /!/' + v/" = 
ist: 
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0*/i' + V A")«, + (^// + v/,")«, + Ws + v/s")«. 

Dieselbe wird mit Hülfe der Gleichungen e) geometriBch identisch 
mit jeder der beiden gleichbedeatenden Gleichungen f). 

12. Bestimmung der Punkte, welche für die Flächen 
eines Büschels dieselbe Polarebene haben; sowie der Ebe- 
nen, welche für die Flächen einer Schaar denselben Pol 
haben. 

Damit ein Punkt ein und dieselbe Polarebene für alle Flächen 
eines Büschels hat, genügt, dass er sie in Bezug zweier Flächen 
des Büschels hat; und eine Ebene hat ein und denselben Punkt 
zum Pol für alle Flächen einer Schaar , wenn sie denselben für 
zwei Flächen der Schaar zum Pole hat. 

Sind /' =^ , /" = irgend zwei Flächen des Büscheli^ oder 
der Schaar,, so müssen demnach die Coordinaten des gesuchten 
Punktes bez. der gesuchten Ebene das System e) erfüllen. Damit 
dasselbe erfüllbar ist, müssen für Q und 6 solche Werthe genommen 
werden, infolge deren die Determinante dieses Systems verschwindet 
Ist nun 

/' = Ötll a?i^ + • • • + Öf44 xj 

f = CiiWi' + • • • + c^^^l \ .. 

so ist demi^ach das Yerhältniss Q : 6 bxi die Gleichung gebunden 
für Punktcoordinaten : 



für Büschel, 



für Schaaren, 



g) 



h) 



«14 Q — 1>U ^, (^24. 9 — ^24 ^, 

für Plancoordinaten : 

Cii9 — C?ii<J, CyiQ —di2Ö, 



Ci2Q—di2^j 

CizQ — d^^ö, 



C22 Q — ^22 ^, 
CizQ — d^s^, 
C2iQ— d2i(y, 



<»3J Q — ^33 <J. 
«84 Q — h4 <^, 



C,3 9 — di3<J, 
C23 Q — ^23 <^, 

C33 Q — dss <>, 



a^Q — 614 

0249—^24^ 

«34 Q — hi^ 
«44 Q — hi^ 

CuQ — diiö 
C24 Q — e?24 ^ 
C34 Q — e?84 ö 

C449 — c?4t<y 



= 0, 



= 0. 



C34 Q C?34 0, 

So viele reelle Wurzeln Q : 6 eine dieser beiden Gleichungen 
hat, so viele gemeinsame Paare von Pol und Polarebenen haben 
die beiden Flächen zweiter Ordnung. 

Hieraus ergiebt sich: 
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Die beiden Gleichungen g) und h), die sich auf dieselben beiden 
Flächen beziehen, haben immer gleich viel reelle Wurzeln. 

Zwei Flächen zweiter Ordnung haben kein gemein- 
sames Paar Pol und Polare, oder zwei gemeinsame Paare, 
oder vier gemeinsame Paare. 

Man findet leicht durch geometrische Schlüsse : 

Wenn zwei Flächen zweiter Ordnung zwei gemeinsame Paare 
Pol und Polare haben, so liegt der Pol der Ebene jedes Paares in 
der Ebene des andern Paares. 

Wenn zwei Flächen zweiter Ordnung vier gemeinsame Paare 
Pol und Polare haben, so bilden die Pole die Ecken, die Polaren 
die Seiten eines für alle Flächen des Büschels oder der Schaar sich 
selBst conjugirten Tetraeders. 

13. Bestimmung der einem Büschel von Flächen 
zweiter Ordnung zugehörigen Kegel, und der einerSchaar 
von Flächen zweiter Ordnung zugehörigen Grenzflächen. 

Giebt man den Flächen des Büschels und der Schaar die Form : 

K=Qf — 6f = 0, 
S = Qf — ^f = 0, 

SO liefert die erste Gleichung einen Kegel und die zweite eine Grenz- 
fläche zweiter Ordnung, wenn die Discriminante der Gleichung ver- 
schwindet. 

Diese Bedingungen für das Yerhältniss Q : 6 sind identisch 
mit den Gleichungen g) und h) in voriger Nummer. Man schliesst 
hieraus : 

Ein Büschel enthält höchstens so viel Kegel, und eine 
Schaar höchstens so viele Grenzflächen, als gemeinsame 
Paare von Pol und Polaren vorhanden sind. 

Es können aber auch weniger Kegel oder Grenzflächen existiren, 
sobald für reelle Wurzeln Q : ö der Gleichungen g) oder h) die 
Flächen 

9f — <J/" = 
keine reellen Punkte oder Ebenen enthalten. 

lai Q : 6 eine reelle Wurzel von g) , also 

Qf ~ ö/" = 
die Gleichung eines dem Büschel /'/" angehörigen Kegels, so er- 
füllen die Coordinaten der Kegelspitze das System von Gleichungen: 
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p/i' - ö/i" = 0, 
P/2' - tf/j" = 0, 
9/3' - «/." = 0, 
9/4' — 0/4" = 0. 

Ist Q : 6 eine reelle Wurzel von h), also 

Qf - ö/' = 

eine Grenzfläche der Schaar/'/"» so erfüllen die Coordinaten der 
Hauptebene ein ebenso gestaltetes System: 

Qfi—^fi' = 0, » = 1,2,3,4. 

Beide Systeme sind identisch mit den beiden Systemen e) der 
vorigen Nummer (worin /'/" ebenfalls sowohl als Olöichungen in 
Punktcoordinaten als in Plancoordinaten zu substituiren sind). Diese 
Wahrnehmung ergiebt: 

Die Spitzen der einem Büschel zugehörigen *Kegel 
sind Punkte, die für alle Flächen des Büschels dieselbe 
Polarebene haben. ^ 

DieHauptebenen der einerSchaar zugehörigen Grenz- 
flächen sind Ebenen, die für alle Flächen der Schaar den- 
selben Pol haben. 

In Rücksicht auf die gegebenen Entwicklungen beweist man 
leicht die folgenden Sätze; 

14. Die Flächen eines Büschels zweiter Ordnung werden von 
jeder Geraden in Paaren von entsprechenden Punkten zweier invo- 
lutorischen Reihen durchdrungen. 

Die Flächen einer Schaar von Flächen zweiter Ordnung werden 
von jeder Geraden als Axe aus durch Paare entsprechender Ebenen 
,zweier involutorischen Ebenenbüschel tangirt. 

Zum Beweise lege man das Axentetraeder so, dass es die frag- 
liche Schnittgerade oder Büschelaxen als Seite enthält; man kommt 
dann auf den an letzter Stelle entwickelten Satz über involutorische 
Punktreihen und Geraden - oder Ebenenbüschel zurück. . 

15. Die Mittelpunkte der Flächen eines Büschels liegen auf dem 
Durchschnitt zweier bestimmten Flächen zweiter Ordnung ; derselbe 
enthält die Spitzen der im Büschel enthaltenen Kegel. 

Die Mittelpunkte der Flächeü einer Schaar liegen auf einer 
Geraden. 

16. Die Polaren eines gegebenen Punktes P in Bezug auf die 
Kegelschnitte eines Büschels gehen, durch einen Punkt (Q), Diese 
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beiden Punkte haben reciproke Bedeutung: die Polären von Q in 
Bezug auf alle Büschelkegelschnitte gehen durch P. 

Die Polarebenen eines gegebenen Punktes P in Bezug auf die 
Flächen eines Büschels von Flächen zweiter Ordnung gehen durch 
eine Gerade. 

Die Pole einer Geraden T in Bezug auf die Kegelschnitte einer 
Schaar sind in einer Geraden enthalten (ü). Die Bedeutung von T 
und U ist reciprok. 

Die Pole einer Ebene T in Bezug auf die Flächen einer Schaar 
von Flächen zweiter Ordnung liegen auf einer Geraden. 

Ist das Büschel, oder die Curvenschaar, oder das Flächenbüschel, 
oder die Flächenschaar durch zwei in ihr enthaltene Gebilde zweiter 
Ordnung bestimmt: 

/' = 0, /" = 0; 

sind ferner die Gleichungen der Polaren von P, oder des Poles von 
T in Bezug auf/' und/": 

9)' = 0, <=0; 

so hat der Pol von P bez. iie Polare von T in Bezug auf das In- 
dividuum des Büschels oder der Schaar 

K = (if + vj'' = 0, oder S = fif ^ v/' = 

die Gleichung: 

17. Man bilde das System von Flächen zweiter Ordnung, 
deren Gleichnngscoefficienten für Punktcoordinaten bez. Plancoor- 
dinaten homogene lineare Functionen dreier Variabein sind, und 
zwar so, dass die Coefficienten der Gleichung einer individuellen 
Fläche des Systems durch bestimmte reelle Werthe der Variaböln 
X, (i, V aus den Formeln 

an = ait ^ + ailtii + a^üv 
hervorgehen: So liegen die Mittelpunkte dieser Flächen für Punkt- 
coordinaten auf einer Fläche zweiter Ordnung, für Plancoordinaten 
auf einer Ebene. 

Die Polarebenen eines Punktes P in Bezug auf die Flächen 
dieses Systems in Punktcoordinaten gehen durch einen Punkt ((2); 
P und <2 sind reciprok. 

Die Pole einer Ebene T in Bezug auf die Flächen dieses Systems 
in Plancoordinaten liegen auf einer Ebene (17); T und r/ sind reciprok. 
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Druckfehlerverzeichniss. 



Seite 61, Zeile 8 von'oben lies „(25)" und „(28)" statt „(17)" und „(19)". 
80, „12 von oben lies „t'j <t?2<t''3" statt „t?i > t?2 > ^3". 

82, „ 8 und 10 von unten vertausche „gerade" u. „ungerade". 

83, „ 3 und 8 von oben vertausche „Hyperbel" und „Ellipse". 

rA" A" 

93, „ l von unten lies „ " statt „ — ". 

^2 »'2 

rX' X' 

94, „ 1 von oben lies-„rwi" ^^^ n — " s^^tt „fiWi"" und „ — ". 



n 
n 

V 



V 



107, „ 20 von oben lies „Fläche" statt „Curve". 
132, „ 5 von unten lies „«* «2* «»*" statt „«i«2'^3"' 



„ 191, „ 5 von unten lies „= — " statt „=". 

„ 192, „ 1 und 2 von unten lies „— 2" statt „+ 2". 

„ 195, „ 20 und 21 von oben lies „^ : -?^" und „^ : -^ statt 

der reciproken Werthe. 
Femer bittet der Verfasser, einige Verwechselungen in den Seitenüber- 
schriften zu verbessern. 
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